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PRESENTACION

Estimado estudiante:

El texto que tienes en tus manos es un esfuerzo realizado en el marco del
“Proyecto para el Aprendizaje Amigable de Matematica en Educacion
Secundaria” (NICAMATE), implementado por el Ministerio de Educacién
en coordinacion con la UNAN — MANAGUA, UNAN — LEON, y el apoyo
técnico de la Agencia de Cooperacion Internacional del Japon (JICA).

La matematica es una herramienta potente en el desarrollo de cada una
de nuestras vidas; nos ayuda a resolver problemas complejos con mayor
facilidad, a contar con un razonamiento matematico capaz de ser critico,
analitico y practico. En definitiva, a vivir con éxito, en un mundo cada vez
mas desafiante ante los cambios sociales y los avances tecnoldgicos.

Cada contenido de este libro, es abordado de manera que resulta facil
de comprender, y con el apoyo de tu docente lograras adquirir conceptos
y procedimientos matematicos, necesarios para el desarrollo de
conocimientos y habilidades que favorecen tu formacion integral.

Tenemos la certeza que tu encuentro con estos saberes sera muy
satisfactorio, ya que este libro ha sido elaborado por un equipo altamente
calificado que nos plantea una metodologia amigable, retadora y exigente,
con el propdsito de que los conocimientos matematicos te enriquezcan,
sean mejor entendidos y puedan integrarse en tus quehaceres cotidianos
con mayor facilidad.

Mucho animo ya que contamos contigo para desarrollar una mejor
Nicaragua.

Atentamente,

Ministra de Educacion
Miriam Soledad Raudez



INTRODUCCION

En cada pagina del libro de texto se presentan los momentos de una clase de 45 minutos:

Representa

el problema
inicial, el cual se
debe leer y analizar
identificando las
condiciones que
plantea y lo que se
pregunta.

Representa la

solucion del
problema inicial
explicada paso a
paso.

Representa

la conclusion
de la clase, donde
se propone el
esquema de solucion
del problema
inicial, en algunos
casos también se
presentan conceptos
importantes usados
en el problema.

Seccion 2: Operaciones con expresiones algebraicas

Contenido 7: Simplificacion de expresiones algebraicas

\ P [Simplifique la expresion algebraica 3(2x+6) +5(2x—1). ]
Se eliminan | éntesis haciend de | iedad
diztt:tl)r&l;::? os paréntesis haciendo uso de la propieda Propiedad Distributiva
a(b+c)=ab+ac
AN AN
3(2x+6)+5(2x—1) = (3)(2x) +(3)(6) +(5)(2x) + (5)(—1)

=6x+18+10x—5
=6x+10x+18—5
=16x+13

Para simplificar expresiones algebraieas que contienen paréntesis:
1. Se efecttian las multjpkcaciones indicadas usando la propiedad distributiva.
2. Se reducentérminos semejantes.

.‘:]‘emplo Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

C

;

a) 4(3x+5)—2(x—8) b) 4(x—6)—3(—5x—7)
a) 4(3x+5)—2(x—8) = (4)(3x) +(4)(5) — (2) (x) — (2)(—8)
=12x+20—2x+16
=12x—2x+20+16
=10x+36

b) 4(x—6)—3(—5x—7)

Simplifique en cada inciso la expresion algebraica dada.

a) 4(6x+3)+5(2x—1) b) 6(x+4)+2(5x—7) c) 3(2x—7)+5(x—4)

d) 6(x+4)—2(5x+7) e) 2(8x—6)—4(x—2) f) 3x—1)—7(—-2x+3)

7

- Ejem,p/o

Los ejemplos
que se presentan
son variantes del

problema inicial.

Representa

los ejercicios
propuestos, es
importante que
intenten resolver
los ejercicios por
ustedes mismos.

En Comprobemos lo aprendido se presentan una serie de ejercicios representativos de
contenidos anteriores, el objetivo de estas clases es asegurar un tiempo de ejercitacion que
permita afianzar los conocimientos adquiridos y aclarar cualquier duda que puedan tener de los
contenidos estudiados.

En /Desafio

se presentan casos especiales o contenidos de mayor complejidad.
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Unidad 1

Sucesiones

Seccioén 1 : Sucesiones, notacion y término
. general

Seccion 2 : Sucesiones aritméticas

Seccion 3 | Sucesiones geométricas

Seccion 4 i Notacién de sumatoria



Unidad 1: Sucesiones

Seccion 1: Sucesiones, notacion y téermino general

Contenido 1: Concepto de sucesidn

P Complete los espacios en blanco

S

Se observa que cada numero en la secuencia, excepto el primero, se obtiene sumando 2 al
anterior, es decir:

2, 4, _, 8 10, _, 14, 16, ...

N A A AN ANG ANS AN 4
+2 +2 +2 +2 +2 +2 +2

Por tanto, la secuencia es 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, ...

Una sucesion es una secuencia de numeros ordenados de la forma a,a,a,..a,...
A cada uno de estos se les llama términos de la sucesion.

Término Se lee En la sucesion se le llama
a, asub 1 Primer término
a, asub 2 Segundo término
a, asub 3 Tercer término
a, asubn n-ésimo término o término general

Para la sucesion anterior se tiene

a,=2,

a,=4,

a,=6,

a,=8,
Complete los espacios en blanco.
a) 3,6, ,12,15, 21, ... b) 5, ,15,20,__ ,30,35,__ ...
c1,_ ,57,_ 11,13, , .. d —1,  —1,1__1,-—1,__ | ..
&)1 2 f)1,2,4,__ 11,16, ..

$



Secciodn 1: Sucesiones, notacion y término general

Contenido 2: Término general de una sucesion y su aplicaciéon

P [ Deduzca una férmula para el término general de la sucesion 3, 6,9, 12, 15, ... ]

Se identifica cada término de la sucesion dada

a,=3, a,=6, a,=9, a,=12, a,=15,
Se expresa cada término en funcion de la posicidén correspondiente que ocupa en la sucesion,
asi
a,=(3)(1)=3
a,=(3)(2)=6
a,=(3)3)=9
a,=(3)4) =
a,=(3)(5) =15

a = (3)(}1) =3n

Es decir, el término general es a, = 3n.

Para determinar el término general de una sucesion dada se debe establecer una relacion
entre cada término y su posicion correspondiente en la sucesion. Este se denota por a,.

Deduzca una formula para el término general de cada una de las sucesiones.

a)2,4,6,8,10, ... b) 5, 10, 15, 20, 25, ... c) 1,2,3,4,5, ...

Ejemplo | Dada la sucesion con término general a,=5n—1.

a) Calcule los primeros 5 términos de la sucesion b) Encuentre a,,

a) Para obtener los primeros 5 términos de la sucesion, se hace n=1, 2, 3,4, 5en la
férmula del término general, asi

a,=5)(1)—1=4 a,=(5)(2)—1=9 a,=(5)3)—1=14
a,=54)—1=19 a,=(5)(5)—1=24
Por tanto, la sucesion es 4, 9, 14, 19, 24, ...

b) En este caso n=10, asi que a,,=(5)(10)—1=49.

Por tanto, a,,= 49.

Calcule los primeros 5 términos y a,, de las sucesiones que tienen el término general

a) a,=2n+1 b) a,=3n—2 c) a =n?

$



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 3: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Complete los espacios en blanco.

a) 4,8, 16, 24, ...

b) 10, 30,40, 60, ...

c) 100, 200, , 400,
d) 0, —1, , —3, —4,
e) 2,4, , 16, 32, ,

f)3,4,6,9,_ 18,

2. Calcule el término general a, de las siguientes sucesiones:

b) 6, 12, 18, 24, ...
c) —1, —2, =3, —4, ...
d) 0,1,2,3,...

e) 12,22, 32, 42, ...

2 3 4

5
DT 234

3. Calcule los primeros 5 términos y el término particular indicado a partir del término general
dado.



Seccidén 2: Sucesiones aritméticas

Seccion 2: Sucesiones aritméticas

Contenido 1: Sucesion aritmética

P [Complete el espacio en blanco 1, 4, 7, 10, y e ]

Cada término de la sucesion después del primero se obtiene de la siguiente manera:

1, 4, 7, 10, __
N AN A\ ¥
+3 +3 +3 +3

Es decir, un término de la sucesién queda determinado sumando tres a su inmediato anterior.
Ademas, cada término se identifica asi:

a,=1

a,=4

a,=7

a,=10

a = 13

La sucesion que resulta es 1, 4, 7, 10, 13, ... A este tipo de sucesion se le llama sucesion
aritmeética.

C

Una sucesion en la que cada término después del primero se obtiene sumandole al anterior
inmediato una cantidad constante se llama sucesion aritmética. Esta cantidad constante
recibe el nombre de diferencia comun y la denotaremos con la letra d.

Ejemp/o ¢, Cual es la diferencia comun en la sucesioén dada en el problema?
En la sucesion dada en el problema la diferencia comun d es 3, que también se obtiene a
partir de
d=a,—a,=4—1=3
d=a,—a,=7—4=3
d=a,—a,=10-7=3

Dadas las siguientes sucesiones aritméticas, encuentre d y complete los espacios en blanco:

a) 5,7,9, 11, b) 7,10, 13, ,
c) 6, 4, 0, d) —1,—-2, —3, , —5,
e) 10, , 4,2, f) 5, 10, ,



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 2: Término general de una sucesion aritmética

P Dada la sucesion aritmética 2, 6, 10, 14, ...
a) Encuentre a, y d.

b) Determine a,.

a) En esta sucesion aritmética, a, =2 y la diferencia comun d se obtiene haciendo
a,—a, = 6—-2=4 a,—a, = 10—6=4 a,—a,=14—-10=4
Luego, la diferencia comun es d =4.

b) En este caso,

a =2 =2+(1-1)(4)
a,=a,+4 =2+4 =2+(2—1)(4)
a,=a,+4 =2+4+4 =2+(3—1)(4)
2veces 4
a,=a,+4 =2+4+4+4 =2+(4—1)(4)
3veces4
a=a, +4 =2+4+4+4+--+4=24(n—1)(4)=4n—2

(n—1)veces4

Por tanto, a,= 4n—2.

El término general a, de una sucesion aritmética se expresa en funcién de a, y d en la forma

siguiente
a,=a, =a,+(1-1)d
a,=a +d =a,+(2-1)d
a,=a,+d+d =a,+(3—1)d
2d
a,=a+d+d+d =a,+(@4-1)d
3d
a=a+d+d+--+d =a,+(n—1)d

(n—1)d
Es decir, @,=a,+(n—1) d

Ejemp/o Dada una sucesion aritmética cona, =1 y d=5, determine a, y a,.

Al sustituir a,=1 y d=5 enla expresion a = a,+(n—1)d, resulta

a,=1+(n—1)(5)=5n—4; es decir, a,=5n—4.
Para encontrar a, se sustituye n por 6 en la expresion anterior asi  a,=(5)(6)—4=26.

t

Dadas las siguientes sucesiones aritméticas, determine a,, y el término que se indica:
a) 7,11,15,19, ... a, b) 13, 20, 27, ... a
c) —6,—2,2,6,...qa, d) —1,-3, -5, —7,... a,

*
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Seccidén 2: Sucesiones aritméticas

Contenido 3: Aplicacién de la formula del término general de una sucesién
aritmética (1)

P [ Dada una sucesion aritméticacon d=2 y a,=13, calcule a..

S

i - . Srmi o
Se sustituye n =4 en la férmula del término general y resulta ' Término general

a,=a,+(4—-1)d=a,+3d - de una sucesion
aritmética

Se sustituye a, =13y d =2 en la expresion anterior y se obtiene a=a-+(n—1)d

a,+(3)(2)=13
a,=13—-6
a1=7

La sucesion aritméticaes 7, 9, 11, 13, 15, ...

t

Calcule a, para cada una de las sucesiones aritméticas con:

a)d=2y a,=12 b)d=3y a,=20 c)d=—2vy a,=3
Ejemp/o Dada una sucesion aritmética con a,= —5 y a,=3, calcule d.

Sintoma el valor de 5 en la formula del término general, se tiene a,=a,+(5—1) d=a,+4d.

Al sustituira,= —5 y a,=3 en la expresion anterior se obtiene
—5+4d =3
4d=3+5
4d=8
d=2

Asi, la sucesion aritmética es —5, —3, —1,1, ...

Calcule d para cada sucesion aritmética con:

a) a,=2 y a,=14 b) a=—10y a,=2 c)a,=—7 ya,=—34

10
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Unidad 1: Sucesiones

Contenido 4: Aplicacién de la formula del término general de una sucesién
aritmética (2)

P Utilizando el término general de una sucesion aritmética, calcule a, y d, sabiendo que
a,=5y a,=20.

Se sustituye n=3 y n=6 en la formula del término general de una sucesion aritmética,
obteniéndose respectivamente:

a,=a,+(3—1)d=a,+2d Término general de
a.=a+6-1)d=a +5d una sucesion aritmeética
6 1 1

S

U( )5 = —
Al sustituir a,=5 y a,=20 se obtiene - a,=a+(n-"1)d

a,+2d=5 €
a,+5d=20 )

Se multiplica por — 1 la ecuacién (1) se obtiene
—a,—2d=—-5 (3

Se suman (2) y (3) para obtener
a,+5d =20
+) —a,—2d=-5

3d=15
d=5

Se sustituye d=5 en (1) y se obtiene
a1+(2)(5) =95
a,=5—10
a,=—>5

Por tanto, a,=—5 y d=>5.

La sucesion aritméticaes —5, 0, 5, 10, 15, 20, 25, ...

Para determinar a, y d en una sucesion aritmética conocidos dos términos cualesquiera de
la misma, se utiliza la formula a,=a,+(n—1) d y se forma asi un sistema de ecuaciones de
primer grado con dos incognitas cuya solucion corresponde a los valores de a, y d.

A partir de los términos que se indican de una sucesion aritmética, calcule a, y d.
a) a,=10 y a,=16 b) a,=3 y a,=21
c)a,=—1y a,=—13 d) a,=—2y a,=-—10

*
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Seccidén 2: Sucesiones aritméticas

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 2

. Calcule la diferencia comun y complete los espacios en blanco para cada una de las

sucesiones aritméticas dadas.

a) 4,6,8,10, . b) 12,15,18, . . ..
C) 9, 7,_, 3,_, d) _2,_4, _6;_’ _10’ S R
e) 30, , ,60,70,  , .. f), , ,=5-—-10,__ , ..

. Dadas las siguientes sucesiones aritméticas, determine a, y el término que se indica:

a) 5, 11,17, ... a, b) 2,10, 18, ... a
c) =1, —4,—7,... a d) —3,—6, -9, —12,... a

7

6 1"

. Calcule a, para cada sucesion aritmeética con:

a) d=3 y a,=5 b) d=—2 vy a,=25
c) d=—10 y a,=90 d) d=—7y a,=35

. Calcule d para cada sucesion aritmética que tiene:

a) a,=4 y a,=16 b) a,=—20 y a,=1
c) a,=8 y a,=—32 d) a,=—17 y a,=—85

. Anpartir de los términos que se indican de cada sucesion aritmética, calcule a, y d.

a) a,=12 y a,=24 b) a,=5y a,=26
c) a,=—20 y a, =55 d) a,=—20 y a,,=—100



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 6: Suma de los n primeros términos de una sucesién aritmética (1)

( )
P Dada la sucesion aritmética 1, 5, 9, 13, 17,..., determine la suma de los 5 primeros

términos realizando los siguientes pasos:
a) Indique la suma S de los primeros 5 términos partiendo del primero al quinto.
b) Indique la suma S de los primeros 5 términos partiendo del quinto al primero.
c) Indique la suma de ambas sumas.

i d) Calcule la suma S.

J
S a) S=1+5+9+13+17 b) S=17+13+9+5+1
c) Al sumar ambas igualdades lado a lado, se tiene

S= 1+ 5+ 9 +13 +17

+) S=17+13+9+ 5+ 1
28 =1 +17)+ (5 +13)+...+(17+1)
25=18+18+18+18 +18
25=(5)(18)
25=90

d) Como 25=90, asi S=45.

En una sucesion aritmética conocidos a, y d, la suma de los n primeros términos, S , se
obtiene como sigue

Si=a+(@+d)+(@+2d)+--+(a—d)+a. @
—— — —
ag as Un—1
que ademas se puede reescribir como

S.=a,+(a.—d)+(a.—2d)+---+(a:+d)+a @
A1 An-—2 a:z
Sumando (D) y (2) se tiene
S= a, +(a+d) +(a,+2d) +---+(a,—d) + a
+)S= a, +(a,—d) +(a,~2d)+---+(a,+d) + a,
2§ =(a,+a,) + (a,+a,) + (a,+a) +---+(a,+a, )+ (a,+a,)

N veces

n

28 =n (a,+a,)

Snz% (a1 + an)

EJ'emp/o Calcule la suma S, de los primeros ocho términos de una sucesion aritmética con
a,=—1ya,=13.

Eneste caso n=8, a,=—1 y a,=13. Al sustituir estos valores en la férmula para S, resulta:
S,= 3(-1+13)=(4)12)=48, esdecir,  S,=48.

t

Dadas las sucesiones aritméticas con los términos dados, encuentre las sumas indicadas.
a) a, =1y a,=16, S, b) a,=5y a,=26, S,
c)a,=—10y a,=2, § d) a,=—1y a,=—33, §,

*



Seccidén 2: Sucesiones aritméticas

Contenido 7: Suma de los n primeros términos de una sucesién aritmética (2)

P Exprese la suma S de los n primeros términos de una sucesion aritmética en funcion de
a,yd.

S

Dado que a,=a,+(n—1)d, laformula S = % (a,+a,)
puede reescribirse como

Sn: %[a1+a1+(n—1)d]
anp

S,,=%[2a1 +(n -1 )d]

C

La suma de los n primeros términos de una sucesioén aritmética, conocidos a, y d, esta
dada por:

S,,=%[2a1 +(n—1)d]

Ejemplo | Dada una sucesion aritmética con a,=11 y d=5, determine S,

Al sustituir n=10, a,=11 y d=5 en la expresién S, = %[2(11 + (n — 1)d], se obtiene
8= @)A1 +(10—1) (5)!
S,,=(5) (22+45)
So=(5) (67)
S, =335

Por tanto, S,,=335.

Dadas las sucesiones aritméticas con a, y d conocidos, calcule la suma indicada.
a) a,=1y d=5,8§, b) a,=2 y d=6, S,

c) a=—20y d=2,§ d) a=—3y d=-5,8§

7
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Unidad 1: Sucesiones

Contenido 8: Aplicacidon de la formula para encontrar la suma de términos
de una sucesién aritmética (1)

P [ Dada la sucesion aritmética con a,=3 y §,=48, calcule el término a,. ]

S

Se sustituye a,=3, n=6 y S ;=48 en la expresion S = %(a1+an)

se sigue que 5
48 = > (3+a,)

48=3(3+a,)
ﬁ _ 3(3+as)
3 3
3+a,=16
a,=16—3
a,=13

A partir del término y la suma que se indican para cada sucesion aritmética con:

denomina finita.

a) a,=5y S§,=75. Determine a,. Si en una sucesion se
b) a,=1y S,=64. Determine a,. identifica un primer y un
c) a,=4 y S,=70. Determine a,. ultimo término, esta se
)

d) a,=10 y §,= —36. Determine a,.

Dada la sucesion aritmética finita 2, 5, 8, ...,17.
a) Determine la posicion n del numero 17 en la sucesion.
b) Calcule la suma de sus términos.

a) Se observa que cada término de la sucesion se obtiene como sigue 2, 5, 8, .., 17

N AN 4
+3  +3

En consecuencia, la diferencia comun d es 3. Se sustituye a,=2, d=3 y a,=17 en
a,=a,+(n—1)d, resultando:

17=2+(n—1)3
17=3n—1
3n=18

n==6

Es decir, 17 es el sexto término de la sucesion. Asi, a,=17.

b) Para determinar la suma requerida, se sustituye n=6, a,=2 y a,=17 en la expresion

S = % (a,+a,),

obteniendo SG:% (2+17)=(3)(19)=57, es decir, S,=57.

Dadas las siguientes sucesiones aritméticas finitas, calcule la suma de sus términos:
a) 1,3,5,...,19 b) 3,6,9,...,24
c) 2,6,10, ...,26 d) —1,—2,—3,...,—16

*



Seccidén 2: Sucesiones aritméticas

Contenido 9: Aplicacion de la formula para encontrar la suma de términos
de una sucesion aritmética (2)

( )
P Se colocan 60 pupitres en un aula, de tal manera que la primera fila tenga 6, la segunda 9,
la tercera 12 y asi sucesivamente.
a) Forme una sucesion aritmética con el numero de pupitres dispuestos en cada fila.
b) Calcule la diferencia comun.
c) Encuentre el numero de filas que se forman.
. J

a) Sea n el numero de filas que se forman. Se identifica el numero de pupitres dispuestos
en cada fila como sigue

Primera fila: a,=6
Segunda fila:  a,=9
Tercerafila:  a,=12

y asi sucesivamente, formando de esta manera la sucesion aritmética 6, 9, 12, ...

b) Es obvio que la diferencia comun es 3 y que cada término de la sucesion, excepto
el primero, se obtiene sumando la diferencia comun al anterior inmediato, como se
muestra en el diagrama

6, 9, 12, ...

N A 4

+3 +3

¢) El numero total de pupitres representa la suma de los primeros n términos de la sucesion,
es decir, S, =60. Utilizando la formula S, = %[2a1+(n—1) d]
y se sustituye en esta S =60, a,=6 y d=3 se tiene
60 = % [(2)(6)+(n—1) 3]
120 =n(3n+9)

120=3n2+9n
3n?+9n—120=0
n?’+3n—40=0
(n+8)(n—5)=0
n=-—8, n=5

Como rn>0, n=>5. Por tanto, se forman 5 filas.

t

Resuelva el siguiente problema:

Un entrenador de gimnasia tiene 45 gimnastas y quiere acomodarlas en filas de modo
que la primera fila tenga 1 gimnasta, la segunda 2 gimnastas, la tercera 3 gimnastas y asi
sucesivamente ¢ en cuantas filas se distribuiran las gimnastas?

*



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 10: Comprobemos lo aprendido 3

t

1. Dada una sucesion aritmética con
a) a,=5 y a,=40, determine S,
b) a,=3 y a,,=25, determine S,
c) a,=9 y a,=—39, determine S,
d) a,=—13 y a,=—47,determine S,

2. Dada una sucesion aritmética con
a) a,=4 y d=6, determine S,
b) a,=3y d=10, determine S,
c) a,=—15y d=3, determine S,
d) a,=—7 y d=—4, determine S,

3. Calcule el término para cada sucesion aritmética con:
a) a,=2 y §,=50, determine a,
b) a,=7 y S,=180, determine a,
c) a,=—5y §,=270, determine a,
d) a,=—3 y §,,=—185, determine a,,

4. Dadas las siguientes sucesiones, calcule la suma de sus términos:

a) 1,4,7,...,19
b) 2,10, 18, ..., 58
b) 10,7, 4, ..., —23
d) 10,5, 0, ..., —30

5. Resuelva el siguiente problema.

Un albaiiil coloca ladrillos en el piso de tal forma que la base tiene 26 ladrillos, la segunda
capa 24, la tercera 22 y asi sucesivamente, hasta que la capa superior tenga 12.

a) ¢ Cuantas filas se forman?

b) ¢ Cuantos ladrillos en total coloca el albafiil?
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Seccion 3: Sucesiones geométricas

Seccion 3: Sucesiones geométricas

Contenido 1: Sucesiéon geométrica

Complete el espacio en blanco en la sucesion 1, 2, 4, 8, , 32, 64, ... y establezca una
relacién entre cada dos términos consecutivos.

De acuerdo con el diagrama

1, 2, 4, 8, , 32, 64, ...
N A A AN A AN 4
X2 X2 X2 X2 X2 X2

cada término, excepto el primero, se obtiene multiplicando por 2 el anterior inmediato, asi

que
a, =1
a,=(1)(2)=2
a,=(2)(2)=4
a,=(4)2)=8
a,=(8)(2)=16
Por tanto, resulta la sucesién 1, 2, 4, 8, 16, 32, 64, ..., que se conoce como sucesion
geomeétrica.

Una sucesién en la que cada término después del primero se obtiene multiplicando el
anterior inmediato por una cantidad constante se llama sucesion geométrica. Esta
cantidad constante recibe el nombre de razén comun y se denota con la letra r.

EJ'emp/o ¢, Cual es la razén comun en la sucesion dada en el problema?

En la sucesion del problema dado la razén comun r es 2, ya que esta es la constante por
la cual se multiplica cada término para obtener el siguiente. También se puede calcular la
razon obteniendo los cocientes

r=a,~a,=2+1=2

r=a,~a,=4+2=2

r=a,+a,=8+4 =2
Por lo tanto, la razén comun es r = 2.

Dadas las siguientes sucesiones geométricas, complete los espacios en blanco y calcule r:

a) 3,6, 12, , 48, 96, ... b) 2,6, 18, ,
c) 5,10, , 40, d) , , 8,4,
ey1,__ ,_ .,27,81,__ ,, ... ., ,4,-8_ ..

*



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 2: Término general de una sucesion geomeétrica

P Dada la sucesién geométrica 1, 3, 9, 27, ...

a) Calcule a, y r.
b) Determine a,.

S

a) Enla sucesion dada vemos que a,=1,a,=3, a,=9, a, =27 y calculando los cocientes
sucesivos

a,~a,= 3+1=3 a,~a,= 9+3=3 a,~a,=27+9=3

se constata que la sucesion es geométrica con razén comun r=3.

b) En este caso Recuerde que

% - = (1E™) Sl
a,=a,(3) =(1)3) = (1)(3*7)
a,=a,(3) =(1) 3)(3) = (1))
2veces3
a,=a,(3) =(1) 3)(3)B) = (1)(3*)
3veces3

a,=a,,(3) =(1)R)®)--(3) = (1)3"")=3""

(n—1)veces3

En conclusion, el término general de la sucesion dada es a,=3""".

C

El término general a, de una sucesion geométrica se puede expresar en funcion de a, y
r como sigue

a1:a1 :a1 r1—1 "0:1"'7&0

— =1

a,=a,r a1r2

a,=a,r-r —(if i
——
/,-2

= . . — =1

a,=a,r-r-r a, r
7-3

a=a r -r =ar’’

| ——
(n—1) veces r

En conclusion, el término general es a, =a, r~".
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Seccion 3: Sucesiones geométricas

Ejemp/o Determine a, de una sucesion geométrica cona,=2 y r=3. Calcule a,.

Se sustituye a,=2 y r=3 enlaexpresion a,=a, r"-',asi a,=(2)(3"").
Para encontrar a, se sustituye n=4 en la expresion anterior

a,=(2)(3*7")=(2)(3%) = (2)(27) = 54.

Dadas las siguientes sucesiones geomeétricas, determine el término general a, y el término
particular indicado:
a) 2,4,8,...,a

6

b) 5,10, 20, ..., a

7

c) 2,8,32, ... ,a

5

d) —2,—6,...,a

4



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 3: Aplicacién de la formula del término general de una sucesién
geométrica (1)

P (Dada una sucesion geométrica con r=2 y a,=24, calcule a,. ]

S

Al sustituir n=4 en la férmula del término general a =a,r n—1 resulta
— -1 _
a,=a r'=ar

Se sustituye a,=24 y r=2 en la expresion anterior y se sigue que

a, (2°)= 24

_ 24

a1— ?
a,=3

La sucesion geométrica es 3, 6, 12, 24, ...

t

Calcule a, para cada sucesion geomeétrica con:

ajr=3 y a,=81 b)r=—2 vy a,=64 c)r=—1 y a,=

Desafio ’ '-__

Ejemp/o Dada una sucesion geométrica tal que a,=4 y a,=108, determine r.

Al sustituir n=4 en la férmula del término general, se obtiene
— —1 —
a,=a, r'=ar

Al sustituira,=4 y a,=108 en la expresion anterior se obtiene

4r*=108
Descomposicién
3= % de 27 en factores
r*=27 21 >
9 3
r=3 3|3
r=3 1

— — P
Asi, la sucesién geométrica es 4, 12, 36, 108, ... 27= (3)(3)(3)=3

t

Calcule r para cada sucesion geométrica con:

a) (11:1 y (14:125 b) a1:4 y a6:128 C) a1:2 y a8:_256
\- v,

*




Seccion 3: Sucesiones geométricas

Contenido 4: Aplicacién de la formula del término general de una sucesién
geométrica (2)

P (Determine a, Yy r parauna sucesion geométrica, sabiendo que a,=10 y a,=40.

S

Se sabe que a,=a.r y a,=ar’. Sise calcula a,+ a, y se sustituye a,=10 y a,=40

resulta
ar’ _ 40
ar 1
=4
r=+2

Se sustituye r=2 en a,=a,r,y se encuentra que a, (2)=10, es decir, a,=5.

De igual manera, si se sustituye r=—2 ena,=a,r, se tiene a, (—2)=10, es decir, a,= —5.

t

Calcule a, y r para cada sucesion geométrica, sabiendo que:

a) a,=3y a,=27 b) a,=12 y a,=48

| Desafio , -

Ejemp/o Calcule a, y r para una sucesion geométrica, sabiendo que a,=10 y a,=80.

Como a,=a,r y a,=a,r sise calcula el cociente a,+a, resulta

7
Z_Z - ?111';: =r @ Descomposicion
También a,=10 y a, =80, asi que de 8 en factores
w=9%=2 o ° 2
Igualando (1) y (2) se tiene ‘12
=8 2 |2
=20 !
r=2 8 = (2)(2)(2)=2°
Se sustituye a,=10 y r=2, en la expresion a,=a, r, resultando
10=a,(2)
a,= % =5

En consecuencia, a,=5 y r=2.

t

Calcule a, y r de cada sucesion geometrica, sabiendo que:

a)a,=6y a,=48 b)a,=6y a,=—162

+




Unidad 1: Sucesiones

Contenido 5: Suma de los n primeros términos de una sucesiéon geométrica

P  Dada la sucesién geomeétrica 1, 3, 9, 27, 81, ..., calcule la suma de los primeros 5 términos )
mediante los siguientes pasos:
a) Indique la suma S de los primeros 5 términos.
b) Multiplique por 3 la suma anterior.
c) De la expresion obtenida en b) reste la expresidon obtenida en a) y calcule el valor
de la suma S. )

a) S=1+3+9+27+81

NN N N

b) 3§=  3+9+27+81+243
c) Se expresa 3S—S

38= 3+9+27+81+243
—-S= —1-—-3—9—27—-81
25= —1 +243
25=242

242

S =55~, es decir, S=121.

En una sucesion geométrica conocidos a, y r se establece la suma de sus n primeros
términos S, de la siguiente manera:

S =a+(ar) +(@r)+ - +(@r? +(@r") ©
—— [ —] ) \
az as Qn—1 an
la multiplicacién de la expresidon anterior por r se transforma en
rS, =(air) +(@r)+--+ar?) +@r) tar @
—— —— —_— —_—
a as Q-1 Qn
La sustraccion (2) — () da lugar a lo siguiente:
rS,,: (a,r) + (a,r®) +---+ (@, r"?) + (a,r"") + a,r"
_Sn: —a, — (a1r)— (a1r2) T (a1r"_2)— (a1r”_1)
rS—S8§ = —a, +a,r
(r—=1)S8,=a,(r—1)
Sir#1, se escribe Sn=% 0 equivalentemente Sn=%.

Compruebe el resultado obtenido en la solucién del problema aplicando la férmula
anterior.

Ejemp/o

De acuerdo con el problema, a,=1, r=3 y n=35, al sustituir estos valores en la formula

anterior se sigue que
e d g 13 =1) _ 242

s 391 — 9 =121

Obteniendo de esta manera la misma respuesta dispuesta en la solucién del problema.

t

Calcule la suma indicada para cada sucesion geométrica con:
a) a,=2 y r=4, determine S, b) a,=8 y r=2, determine S,

c) a,=—9 y r=3, determine S, d) a,=—3 y r=—1, determine S,

*



Seccion 3: Sucesiones geométricas

Contenido 6: Aplicacion de la féormula para la suma de términos de una
sucesion geométrica

P [ Dada la sucesion geomeétrica con r=2 y S§,=126, calcule a,.

S

a1(r"—1)

Al sustituir r=2, n=6 y S,=126 en la expresion S,= ~ —

se sigue que
_ (26_ 1)
126="5—1

126 =a, (63)

Determine a, para cada sucesion geométrica con:

ayr=2y §,=93

b)r=5y S,=155

c)r=—2y §,=5

d)yr=—4y S,=204



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 7: Comprobemos lo aprendido 4

t

1. Complete los espacios en blanco de las siguientes sucesiones geométricas y calcule la
razdn comun:

a) 1,4,16, ., . .. b) 4,12, __,108, __, ...

C) R — _12’ _241_’ d) _811_’ PR 31 _1’

y y s

2. Dadas las siguientes sucesiones geométricas, determine a, y el término que se indica:

a) 1,6, 36, ... a b) 5, 15,45, ... a

4 5

c) —7,14, —28,... a d) —16, —8, —4...a,

6

3. Calcule a, para cada sucesion geométrica con:

a) r=2y a,=64 b) r=—3Yy a,=324 c)r=+ Yy a=-—1
4. Calcule r para cada sucesion geomeétrica que tiene:
a) a,=5ya,=—40
b) a,=9y a,=288
c) a,=3y a,=27
5. Calcule la suma de términos indicada para las sucesiones geométricas con:
a) a,=1yr=4,8,
b) a, =3y r=4, §,
c)a,=9yr=-3, 8§,
6. Calcule a, para cada sucesion geometrica con:
a) r=2y §,=63
b) r=5y §,=156

c)r=—2y §,=10

*



Seccioén 4: Notacion de sumatoria

Seccion 4: Notacion de sumatoria

Contenido 1: Simbolo de sumatoria 2.

La suma extendida a,+a,+a,+a,+---+a, de los primeros n términos de una sucesion
puede expresarse con el simbolo Sigma ¥ como sigue

Suma extendida En notacion de Se lee
sumatoria
a,ta,ta,+ - +a, > a Sumatoria desde k=1 hasta n de a,

Noétese que k indica la posicion del término que se suma.

Se observa ademas que para expresar la suma con el uso de este simbolo, no es necesario
enumerar todos los sumandos.

Mas concretamente, se pueden puntualizar los elementos que intervienen en la notacion de
sumatoria 3. de la siguiente manera:

Limite superior

E :.—>Argumento 0 k-ésimo elemento

Limite inferior

Ejemp/o /') Escriba las expresiones dadas como una suma extendida sustituyendo sucesivamente
los valores de k desde 1 hasta el limite superior indicado.

n 5 6 N
a) 2,2k b) X k* c) K d) D (3k+1)
k=1 k=1 k=3 k=1
< 5
a) :E:Zk;== 2+4+6+---+2n b) :E:’CZ== 124224324 42+ 52
k=1 k=1
J n
€) 2k =3+ 4 +5+6 d) Y (Bk+1)=4+7+10+ -+ (@n+1)
k=3 =

Escriba las expresiones dadas como una suma extendida sustituyendo los valores de k desde
1 hasta el limite superior indicado.

n 6 7
a) D3k b) D Kk c) D2k

Ejemp/o 2| Exprese las siguientes sumas dadas en forma extendida usando la notacién sumatoria 3.
a)1+2+3+4+---+n b) 3+3*+3°+3*+3°

n 5
k=1 k=1

Exprese las siguientes sumas extendidas usando la notacion sumatoria Y.

1.,1,1.,1 1
a) 1°+2°+3*+..-+n? b) 1+2+3+4+..-+20 c) 1Ttotgtgt -ty

lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll‘g!E!.llllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 2: Propiedades de sumatoria

( )
P En cada uno de los incisos escriba las siguientes expresiones como sumas extendidas y
establezca una relacion entre ellas:

10 10 10 10 10
a) D2k y 2>k b) D(k+k) y Dk+D Kk
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

. J

S

a) i%:<2)(1>+<2)(2)+(2)(3)+-~+(2>(1o) —2(1+2+3+ .- +10)

10
2> k=2(1+2+3+---+10)
k=1

10

10
Por tanto, 2k=2>k
k=1

k=1 =

10
b) D (k+k)=(1+1)+(2+2)+(3+3)+---+(10+10?)
k=1
=(1+2+3+..-+10)+ (12+ 22+ 3%+ ... + 10?9

10

10
y E=1+2+3+--+10, D k*=124+22+3+...+10°
k=1

k=1

10 10
Asi, 2 k+2 k= (142434 +10)+(124+22+ 3%+ .- +10?)
k=1 k=1

10 10 10
Por tanto, (k+Ek) =D k+ Dk
k=1 k=1

k=1

C

En general, si ¢ es una constante, se tienen las siguientes propiedades:

n n n n |
k= k. rticul = ne. — e — L
a);c c; en particular ;c ne ,;c c 'rfveces c=nc 0@%
. . . Ejemplo:
_ 5)
b) 2.(av+by) = 2, act 2 by 2.3=3+3+3+3+3=(5)(3) =15

t

Reescriba las siguientes expresiones utilizando las propiedades estudiadas:

5 15
a) X5k b) 2,2

&) 0+ k) d) (2 +H?)

*



Seccioén 4: Notacion de sumatoria

Contenido 3: Suma de los n primeros numeros naturales

? [Deduzca una expresion para la suma de los términos de la sucesion 1, 2, 3, 4,..., n. ]

S

La diferencia comun d es 1 ya que

1, 2, 3, 4,..
N A A 4
1 +1 +1

Ahora bien, se sustituye a,=1 y a,=n en la formula para la suma de los n primeros

términos de una sucesion aritmética para obtener S n
0@x Sn = 7((11 —+ an)
S = % (1+n)

n

Pero, Sn= 1+2+3+---+n= Zk , asi que utilizando sumatoria se tiene

k=1

Sk="(n+1)
k=1 2

La suma de los n primeros numeros naturales esta dada por

n

Zk=%(n+1)

E=1

Ejemplo 2
JeP Calcule el valor de la sumatoria >k

k=1
Sustituyendo n =20 en la férmula anterior resulta

Zk =(22—0>(20+ 1) =(10)(21) =210

t

Calcule el valor de las siguientes sumatorias:

a) >k b) Yok c) 2k



Unidad 1: Sucesiones

Contenido 4: Suma de los cuadrados de los n primeros numeros
naturales

La suma de los cuadrados de los n primeros numeros naturales esta dada por

Yk =gn(n+1)(2n+1) @ DK =1+4+9+ +n?
k=1 k=1

Ejemplo |') Calcule el valor de la sumatoria Zkz
-Jjemp

k=1

Aplicando la férmula anterior para n =7 se sigue
7
>k =)D T+ DI@T)+1]
k=1

(&)@ 15)
=140

Por tanto, D k*=140.
k=1

t

Calcule el valor de las siguientes sumas:

5 10
a) Dk’ b) 1+4+9+16+25+36+49 +64 c) Dk
k=1 k=1

5
Ejemp/o 2 Calcule el valor de la sumatoria Y (2k*+k).
k=1

La suma dada puede ser reescrita como

> (k2 +k) =D 2K+ Dk :Q’Z(aﬁbk) Zak+2bk

5 5
:22k2+2k /\/ ank—CZak
k=1 k=1

&\L /%

Dado que ikz :<1§)(5) G+1D[2)(B)+1]=55 vy i:(;>(5) (5+1) =15, entonces

k=1

5 5
2> K+ Y. k=(2)(55)+15=125
k=1 k=1

Por tanto, 2, (2k*+k)= 125,

t.

Calcule el valor de las siguientes sumatorias:

a) i(3k2+k) b) Z( k2+5> c) 263(219%319)

*



Seccioén 4: Notacion de sumatoria

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 5

1. Escriba las expresiones dadas como sumas extendidas sustituyendo sucesivamente los
valores de k desde el limite inferior hasta el limite superior.

a) Y6k

10

b) >k’

=3

ol

2. Exprese las sumas dadas usando la notaciéon sumatoria ..

a) 22+32+4%+ ... +182
b) 3+5+---+(2n+1)

c) (—)+1+(—=1)+1+---+(—1)

3. Reescriba las siguientes expresiones utilizando las propiedades estudiadas:
4
a) >.10k
k=1
- 1
b) 2. 5k’
k=2

¢) Y(3k+k)

4. Calcule el valor de las siguientes sumatorias aplicando las propiedades de sumatorias:

a) 2k b) 210
o) Sk d) 2@k

&) Slk+(-1)] H D0+ 2k +1)

*



Unidad 1: Sucesiones

Desafio ’ -

|
Demostracion “Suma de los cuadrados de los n primeros niumeros naturales”
P Demuestre que
k= gnlnt 1)(2n+1)
Como
(E+1Y=(k+1¥(k+1)
=(k*+2k+1)(k+1)
=K+ +2k*+2k+k+1
=k°+ 3k + 3k + 1
entonces (k+1) —k*= 3k’ + 3k + 1
Sise hace k=1,2,3,4,..., n en la expresion anterior, se sigue que para
=1 2T = GNHEN)
k=2, 3 -2 = (3)2°)+(3)2)+1
k= 3, -3 = (3)3)+(3)3)+1
k=n, (n+1’—n* = 3n*+3n+1
Sumando lado a lado las n igualdades anteriores, se tiene
(n+1)P—1*=31°+2*+3?+...+n?)+3(1+2+3+---+n)+n
=3) kK*+3) k+
De donde, ; Z "
3Zk2 (n+17—1 —3Zk n
=(n+1)y —7n(n+1)—(n+1)
=2(n+1F—3n(n+1)—5(n+1)
= S(n+1)[2(n+17-3n-2]
= 17(n+ 1)(2n*+n)
= Sn(n+1)(2n+1).
Por tanto, Zk’ = %n(n +1)(2n+1).
k=1
\_ J

7
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Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Seccion 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 1: Definiciédn de potencia con base racional y exponente un
numero natural

P Escriba en el espacio en blanco el numero que hace verdadera la expresion.
a) (2)(2)=2" b) (2)(2)(2)= 2" °) (2)2)(2)(2)(2)(2)2)= 2"

S

a) (2)(2)=2* b) (2)(2)(2)=2° c) (2)(2)(2)(2)(2)(2)(2)=2"

Si n es un numero natural, entonces: a-a-a-a-a-a...a =a"

N -veces

Potencia

\ Exponente
Base

Potenciacidn es la operacion que consiste en repetir como factor un numero llamado base,
tantas veces como lo indique el exponente. Una expresion del tipo a" se llama potencia.

t

Exprese los siguientes productos en la forma a”:
a) (3)(3)(3) b) (4)(4)(4)(4) c) (10)(10)(10)(10)(10)

d) (1,2)(1,2) e>(%>G%X%?

EjemlD/o Calcule el valor de las siguientes expresiones:
a) 5° b) (=5)? c) (=2)

a) 5°=(5)(5)(5) =125 SIS . -
;@%Cuando la base a es positiva, a” es positiva.

b) (—5)=(—5)(—5)=25 a" es positivo si n es par

Sila base a es negativa{

c) (=2 =(—2)(—2)(-2)=—8 a" es negativo si n es impar

Calcule el valor de las siguientes expresiones:
3
a) 3° b) (~2)" ¢) (-3 d 02¢ e ()



Seccioén 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 2: Propiedades de la potenciaciéon con exponente un numero natural

P Exprese los productos y divisiones indicadas como una sola potencia y establezca una
relacién entre los exponentes.

a) a®>a’® b) (a?)° c) (ab)® d) a®+-a?

a) a*a*=(a-a)laa-aaa)=a  Seobseva a*a®=a?*°

——
2veces 5veces
7 veces
b) (a?)®=a?*a*a*a*a?*=(a-a)la-a)la-a)la-a)a -a)=a™ Se observa (a?)® = a®®
—_—

2veces 2veces 2veces 2veces 2veces

10veces
c) (ab)*= (ab)(ab)(ab)=(a-a-a)(b-b-b)=a®b?
a® a-a-d-aa _ 9
- ddada ~°¢

1
d) a5+a3:a5-? =3

a Se observa a®~a®*=a®3

Propiedades de la potenciaciéon
Sia#0, b+#0 ym, nsonnumeros naturales;
1 ) am.an — am+n 2) (am)n — amn

3) (ab)*=a"b" 4) am+a*=a™" (sim>n)

Ejemp/o Aplique las propiedades de potenciacion segun corresponda.
a)a’a* b) (a?)® c) (ab)? d) a®+a*
a)a’-a*=a’ = a"
b) (a?)’= a®@® = a2
c) (ab)*= a?b?

d) a®+a*= a®* = a?

Aplique las propiedades de la potenciacion segun corresponda.

a) a*a’ b) a*a
c) (a°) d) (a*y

e) (ab)® f) (a® b)’
g) a®=a? h) a®=a?

*



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 3: Potencia con exponente cero o numero negativo y base un
numero racional

P Calcule los valores de las siguientes potencias:

a) 2° b) 2° c) 2-1 d) 2-2

Se observa en el dibujo que las potencias de 2 con exponente positivo se encuentran
multiplicando por 2 sucesivamente; para las potencias con exponentes negativos se multiplica

sucesivamente por 15

/\/\/\f\/\/\

- 272 2-1
I I || || ” ” ”
L
g ‘\/ U ‘\/ U \\/
2 x3
Por lo dicho anterlormente,
e B L

C

Si a#0 y n es un numero natural, entonces

1
aﬁ

1) a®=1 2) a=

Ejemp/o Calcule los valores de las siguientes potencias:
a) 5° b) 3-2

_ L1 _1
a)5°=1 b)3*=732=7

t

Calcule los valores de las siguientes potencias:

a) 3° b) 4°
o (-3 05
e) 4-2 f) (—2)-2



Seccioén 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 4: Propiedades de una potencia cuando el exponente es un
numero entero

P Exprese los productos y division indicados como una sola potencia y establezca relaciones
entre los exponentes, sia=0y b=0.

a) a3.a*2 b) (a3)72 C) (ab)72 d) a,3+a75
N 3
a) ata?=a* % = % =a3?2=a'=a Seobserva a>a2=qa3t?
b) (a®)?= (JW = % =a’ Se observa (a®)"2=qa®~2
©) (@h)?= (7 = i = o g =@ b
5 5
da3+a’= 1—3 - % = % . a1_ — % = a2 Se observa q-3= g5 = -39

Propiedades de la potenciacion cuando el exponente es un numero entero
Si a #0, b+#0 ym, nsonnimeros enteros, entonces:

1 ) a™aq= am+n 2) (am)n = qmn 3) (ab)n =q" bn 4) a"r~-at=qm" "

t.

Aplique la propiedad de potenciacién segun corresponda, si a=0, b=0.

a)a’a? b) (a?)~3 c) (ab)3 d) a®+a* e) (a2 b*®

Ejemln/o Calcule el valor de las siguientes expresiones:
a) (5°)(57) b) (3%)7° c) (572)° d) 2°+2°

a) (5°)(5°) =59 =52=25

b) (3)°=3%9=3°= L=z

c) (57 =520=5=1

d) 23+ 95 =035—_902_

B

1
22

Calcule el valor de las siguientes expresiones:

a) (2°)27?) b) (37")*
c) 3¢=37 d) (10-5)(102)
e) (774

$



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 5: Raiz enésima y la relacién entre potenciacién y radicacion

? a) Calcule el valor de 4.

b) Reescriba las igualdades 23 =8 y 3*= 81 utilizando radicales.

S

a) V4 =2, porque 22=4. Se lee "la raiz cuadrada de 4 es 2".
b) %/8 = 2 por que 23=8y se lee "la raiz ctibica de 8 es 2".
4/81 = 3 por que 3*=81y se lee "la raiz cuarta de 81 es 3".

Relacion entre potenciacion y radicacion

L

Potenciacién Radicacion ./ Enelcaso n=2 se
omite el indice de la raiz

cuadrada
2/a se escribe va

b'=a siysolosi b="/a

Elementos de la raiz enésima:
indice o Signo radical

"x/&— Subradical
Raiz enésima —

Se dice que b es raiz enésima de a si y solo si b"=a. Es decir, (/a)' = a.

Al sustituir b por Va en b" = a:

(Va) = a

EjeM,D/O Observe la relacion entre potenciacion y radicacion en la siguiente tabla:

Potenciaciéon | Radicacion La radicacion se lee
2°=64 2="4/64 Dos es igual a la raiz sexta de sesenta y cuatro

Menos dos es igual a la raiz quinta de menos
—2¥=— —2=5/—
(=2) 32 2 32 treinta y dos

Complete la tabla utilizando la relacidén entre potenciacion y radicacion.

Potenciacion Radicacion La radicacion se lee
2=16
32=9
(=3)3=-27
3=4/81




P

S

Seccioén 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 6: Simplificacién de radicales

Calcule los valores de los siguientes radicales:

a) 416 b) — /16 c) V8 d) ¥-8

a) 16 =24 asique %/16 =2.
Al sustituir 16 por 2* se obtiene 4/2* =2

b) Utilizando la respuesta de a), 4/16 =2, luego —*%/16 =—2.

c) Laigualdad 8 =2° implica que %8 =2.
Al sustituir 8 por 2° se obtiene %/2° =2.

d) De laigualdad —8 =(—2)* se tiene que °% —8 = —2y sustituyendo —8 por (—2)3
resulta %/(=2) = -2.

En el caso en el que el indice de la raiz es igual al exponente del subradical se cumple que

"\/?=a

Ejemp/o Calcule el valor de %/32.

t

332 =%/2° =2

Calcule los valores de los siguientes radicales:

a) 481 b) —4/81
c) ¥125 d) ¥/-27
e) %/1000 f) —4/10000

$



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 7: Multiplicaciéon de radicales de igual indice

Repaso

Escriba en el recuadro el numero que hace verdadera la igualdad.

(/2)(/3) =4[]

Utilizando la propiedad de la raiz cuadrada, (Va)(/b) =/ab, se tiene que
+2)(/3)=/(2)(3) =/6

En el caso de la raiz enésima se cumplen las mismas propiedades de la raiz cuadrada,
siendo una de estas la siguiente:

Propiedad de la raiz enésima:

Sia>0, b>0y n un nUmero entero positivo, entonces:

(Va) (Vb)= "/ab

/::/'emP/o Calcule los valores de los siguientes productos de radicales:

a) (4/9) (W3) b) (%/2)(%/32) c) (¥/125)(v/25)

a) (%/9)(%/3)=%/(9)(3) =%/(3)(3") =%/32""=4/3°=3
b) (4/2)(%/32)=9/(2)(32) =4/(2")(2°) =¢/2"° =¢/2° =2
c) (¥/125)(%/25) =2/(125)(25) =%/(5°) (5) =%/5°? =%/5° =5

Calcule los valores de los siguientes productos de radicales:

a) (V2)(¥/4) b) (/5)(/25)
c) (V3)(v27) d) (V27)(%/9)
e) (V16)(V8)

#



Seccioén 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 8: Division de radicales de igual indice y propiedades de los radicales

Repaso

Escriba en los recuadros los numeros que hacen verdaderas las tres igualdades.
/o _ [0 _
2= Vg=H
Ja _ /a

" - , _ & giane Y8 _ /6 _
Utilizando la propiedad de la raiz cuadrada b Vb se tiene 2 \/; =3

La raiz enésima cumple las mismas propiedades de la raiz cuadrada, siendo una de ellas la
siguiente:

C.

Propiedad de los radicales
Sia>0, b>0y n es un numero natural, entonces

Ejemplo I') calcule los valores de los siguientes cocientes de radicales:

3@ 5\/5
a) 7 b) /160

2) vﬁ \/W V27 =33 =3 b)5¢160 \/T \/7 \/7 \/177

Calcule los valores de los siguientes cocientes de radicales:

4F b) 3@ C) 3/128 d) 4& e) 5\/5
4/2 /2 32 /162 /486
C.
Propiedades de los radicales
Si a>0, m, n son numeros naturales, entonces
Vila ="/a (a) =+/a”
Ejemp/o 2| Calcule los valores de las siguientes expresiones:
a) V64 b) (4/16)°
G)W:(S)(m:m:ﬁzz b)(“«/ﬁf:“@:“mﬂ\/m:“/?:4

t.

Calcule los valores de las siguientes expresiones:

a) vv64 b) V729 c) (V27)

$



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 9: Potencias con exponentes racionales (1)

P [ Exprese */a® en forma de potencia con base a y exponente racional. J

S

5 :(J\/C Recuerde:
Al sustituir n= 5y m=3 en (a")"=a"", resulta: Y (@ =a™

@& =d¥=c¢ @ (Va) =a
La sustitucion de =3 en (+/a)' =a, dalugara (3/a)’ =a y si se reemplaza en esta Gltima
igualdad a por a? se obtiene:
(Va*) =a’ @
El lado derecho en (1) y en (2) es a2, asi que 1%
'~ Recuerde:

¢
(a?f = (') .
, b"=a siysolosi b="/a
as =%a?

. 2
Es decir, Yat=as

Si a>0, m es entero y n es un numero natural, entonces

a* =*/a" = ("/af

En el caso de m=1 se obtiene:

Ejemp/o Convierta las siguientes expresiones de la forma radical a potencia o viceversa:
a) a’ b) a s c) ¥a d) a*
a)as =%a* b)a’%=1—g=513 c) %a=as d) %/a® = a?
as a

Convierta las siguientes expresiones de la forma radical a potencia o viceversa:

a) as b) a+
c) a2 d) a?
¢) a'l ) Ya
g) Va* h) Va*
i) %a' ) Va®



Seccioén 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 10: Potencias con exponentes racionales (2)

Ejemp/o Calcule los valores de las siguientes potencias con exponentes racionales:

a) 4° b) 83 c) 27% d) 2572

Se procede con los calculos haciendo uso de las propiedades de los radicales.

a) 4z2=/4=,2"=2
Otra forma de resolver este ejercicio es la siguiente:
4% = (277 = 223 = 2

b) En este caso se utiliza la descomposicion prima de 8 y las propiedades de los
radicales.

85 =%8=%2"=2
De otra forma 8% = (2°)F = 2003 =2

c) De nuevo se necesita usar la descomposicion en factores primos y las propiedades de
los radicales.

27% — 3\/272 — 3\/(33)2 — 3\/(32)3 =32=9

Analogamente, 275 = (3% =3@(f)=32=9

2 71: = = —
B 255= 1T V25 5
= 215 @
O de manera equivalente, 257 = (21—5>2 = [(;) ]2 = (%) g :%

Calcule los valores de las siguientes potencias con exponentes racionales:

a) 9z



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 11: Potencias con exponentes racionales (3)

EjemP/O Calcule los valores de las siguientes expresiones:

a) (2%)(16%) b) V27 ~¢/27 c) %/3(/3)+%/243
a) (2%)(16%)= (2%)(24)15 Se expresa 16 como una potencia de 2
4\(A2
=(23)(23) Se eleva una potencia a un exponente
= 2%% Se multiplican potencias
= 2% Se efectua la suma indicada de exponentes
=22
=4
b) V27 ~8/27 = 2715 - 27% Se expresan los radicales como potencias
=(3%) = (3%)¢ Se expresa 27 como una potencia de 3
3. A1
=32+32 Se eleva una potencia a un exponente
3.1
=322 Se efectua la division de potencia
=3

= Se aplica la propiedad a'=a

1
3 )+ (3%)e Se expresan los radicales como potencia

( 1
2
(317) = 3% Se eleva una potencia a un exponente

Se efectua el producto y la divisién de potencias

Se aplica la propiedad a® = 1

Calcule los valores de las siguientes expresiones:

a) (3%)(3%)
b) 3m+6@
c) (4/25)(%/25)

d) /3(,/243)+ 3}

*



Seccioén 1: Potenciacion y radicacion

Contenido 12: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Escriba cada producto en forma de potencia.

a) (MTNTT) b) (0,3)0,3)(0,3)(0,3)
o (2)2)z)2)2)

2. Calcule el valor de las siguientes expresiones:

a) 8 b) (—3)
o (3] d) 3

e) (—2)(=3) f) 47

g) (-5)° h) (=0,1)*

3. Calcule el valor de las siguientes expresiones:

a) /64 b) %729
c) (416) d) (4/8)(%/2)
e) 12\/?

4. Calcule el valor de las siguientes expresiones:

a) 642 b) 27%

c) (25%)(40%) d) (33)

5. Calcule el valor de las siguientes expresiones:

a) (v25)(%/25)+%/25

b) (873)(42) =2

*



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Seccion 2: Funciones exponenciales

Contenido 1: Grafica de la funcion exponencial creciente

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcién y =2*, realice lo siguiente:

P

. 3 5 1 0 1 2 3
v 1§ 1 8
Punto A(—3,1§> B(—2, )|c(=1, )| p(0.1) | E(1, ) | F2 ) | G@,8)

a) Complete las casillas vacias y los pares.
b) Ubique los puntos A, B, C, D, E, F y G en el plano cartesiano.
c) Trace una curva suave sobre la trayectoria que indican los puntos y prolénguela mas alla de Ay G. )

S

a) Se calculan los valores de y parax=—2, —1,1y 2.

_ 1 1 41 1
Para x=—2, y=2"=5;=4 Para x=—1, y=2"=5r=75
Para x=1; y=2"'=2 Para x=2; y=2°=4
X -3 -2 —1 0 1 2 3
v 1@ % % 1 2 4 8
_ a1 51 .
punto | A(=3.5) | B(-2%) | ¢(-1.%) | DO.1) | E(1,2) | F2.4) | GG.8)
b) Se ubican los puntos en el plano c) Se unen los puntos con una curva
cartesiano suave
v kY
9 9
8 .G(3.8) 8
7 7
6 6
5 5
4 oF(2,4) 4
=10 C-1.D
B(—Z,%) 2| oE(1,2) B(—Z,%) 2
A3, 11DO.1) A-3.0)"
-5 —4-3-2 —-10] 1 2 3 4 x :5—4—3—2—10' 1 2 3 4 x

t

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcién y=23*, realice lo siguiente:

X -3 —2 —1 0 1 2 3
v 2177 1 27
Punto A(—3,21—7) B(—2, )|c(—=1, )| D0, 1) |E(1, )|FC )|G@, 27)

a) Complete las casillas vacias y los pares. b) Ubique los puntos B, C, D, Ey F en
¢) Una los puntos con una curva suave. el plano cartesiano.

*



Seccién 2: Funciones exponenciales

Contenido 2: Grafica de la funciéon exponencial decreciente

( )
P Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funciéon y = (%) , realice lo siguiente:
x -3 -2 —1 0 1 2 3
y 8 1 1§

Punto | A(—=3,8) |B(-2, )|C(—1, )| D(0,1) | E(1, ) | F(2, ) G(3’1§)

a) Complete las casillas vacias y los pares.
b) Ubique los puntos A, B, C, D, E, F y G en el plano cartesiano.
c) Trace una curva suave sobre la trayectoria que indican los puntos y prolénguela mas allade Ay G.

S

a) Se calculan los valores de y para x=—2, —1,1y 2.

—2
Para x=—2; y=<1§> =(2")*=2=4  Para x=—1; y=

IR O I A o = (lY 21
Para x—1,y—<2>—2 Para x=2; y—<2 =2
X —3 —2 —1 0 1 2 3
v 8 4 2 1 ’ " x
1 1 1
Punto | A(—3,8) | B(—2,4) | C(—1,2) | D0, 1) | E(1,%) | F(2.%) | G(3.5)
b) Se ubican los puntos en el plano c) Se unen los puntos con una curva
cartesiano suave
9 ¥ y
A(-3,8)e 8 A(-3,8)
7
6
&
B(—2.4)e 4
3
e g E?é) F2. 1) 2 E(}@ P2, )
DO1)| .,/ GG, D) N/ 6@
-5 —4 -3 -2 -1 0 1234 X -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 X

t :

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion y = <§> , realice lo siguiente:

X -3 —2 —1 0 1 2 3
y 1
27 1 57
Punto | A(—3,27) [B(—2, )|C(—1, )| D(0,1) | E(1, ) |F(2, ) G<3, 2%)
a) Complete las casillas vacias y los pares. b) Ubique los puntos B, C, D, Ey F
¢) Una los puntos con una curva suave. en el plano cartesiano.

$



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 3: Grafica y propiedades de la funciéon exponencial creciente

Propiedades de la grafica de y=a*,a>1: A
1. La gréfica pasa por los puntos (0, 1) y (1, a), ya que Y
a®=1ya'=a. asl------ .
2. El eje x es asintota horizontal, es decir la grafica no alt i
toca a la parte negativa de este eje, aunque se acerca D
indefinidamente a este. 1 o
o, 1) |
Observando la grafica se concluye que esta es creciente, /I,/___‘ar i i X
es decir, si r<s, entonces a’<a’. - r 0 T s =
3. Dominio: numeros reales y

Rango: numeros reales positivos. Asintota de la grafica de

una funcién es una linea
recta a la que se aproxima
continuamente la grafica de
tal funcién.

P [ Escriba < 0o > en el espacio en blanco: 2° [ | 2° ]

2° | < |2° Dado que la base es 2(2>1), sucede que 3<5 implica 23< 25.

t

Escriba < 0 > en el espacio en blanco, segun corresponda:

a) 22| |2° b)3°| |37 c) 4°| |4

. . . . - . _ 3
EJemp/o Ordene la siguiente secuencia numérica de forma creciente: 272, 22, 2°.

Dado que labase es 2 (2>1), de —2<0< % se obtiene

2722202 2%

|
N
=
NWw[l-—— === ———

t.

Ordene las siguientes secuencias numeéricas de forma creciente:

a) 272 2z, 22 b) 52,57, 52

$



Seccién 2: Funciones exponenciales

Contenido 4: Grafica y propiedades de la funciéon exponencial decreciente

Propiedades de la grafica de y=a*, 0<a<1:
1. La gréfica pasa por los puntos (0, 1) y (1, a), ya
que a’=1ya'=a.

2. El eje x es asintota horizontal, es decir la grafica
no toca a la parte positiva de este eje, aunque se
acerca indefinidamente a este.

Observando la grafica se concluye que esta es
decreciente, es decir, si r<s, entonces a">a®.

3. Dominio: numeros reales
Rango: numeros reales positivos.

3
P [ Escriba < o > en el espacio en blanco: <17>

HEG -

Como la base es > (0 < 5 < 1), sucede que 3<5 implica que (7>3 > (7)5.

t

Escriba < 0 > en el espacio en blanco:
3 6 2 4 3 2
22/ 1) »EILGE oG ]G

—1 —4 3
/::/'emp/o Ordene la siguiente secuencia numérica de forma creciente: (%) , (%) , <1§>

S

(—4,16

1 1
Como la base es §<0<7< 1),

y —4 < —1< 3, entonces

(2)<(2) < (@)

A

t.

Ordene las siguientes secuencias numéricas de manera creciente:
2 (3)(5) . (3) 0 (5) . (5)" (5]
$



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 5: Ecuaciones exponenciales (1)

Propiedad
Dos potencias a” y a?, con a # 0, 1, —1, son iguales siy solo si p = q.
En simbolos,
a’=a’ siysolosi p=gq Potencia
exponente
base —» ap
P Encuentre la solucién de cada ecuacion exponencial.
a) 2:=8 b) 3% =9 ¢) 7 =45
a) 2*=8 Se descompone 8 en factores para obtener potencias Descomposicion
con igual base de 8 en factores
8 2
x=3 Se usa la propiedad a? = a¢ implica p =q 4 2
2 2
1
8=(2)(2)(2)=2°
b) 3> =9 Se descompone 9 en factores para obtener (2)2)2)
3% =3? potencias con igual base
. _ o Descomposicion
2x =2 Se usa la propiedad a”= a“ implica p = q de 9 en factores
27x = % Se resuelve la ecuacién de primer grado 9 3
3 3
=1 1
9=(3)(3)=3?
c) 7= A:l—g Se descompone 49 en factores para obtener potencias con igual base
1
7= ?
=77 Se utiliza la propiedad % =a”
—-x=—2 Se usa la propiedad a? = a? implica p =q
x=2

Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 3°=9 b) 2% =16
B 1

c) 5% =125 d) 2=y
1

e) 67 =216

*



Seccién 2: Funciones exponenciales

Contenido 6: Ecuaciones exponenciales (2)

P Encuentre las soluciones de las ecuaciones exponenciales.

a) 9= = 81 b) 64+ = 44" c) 125° ' = 25"
a 9> = 81 Se descomponen 9 y 81 en factores para
) Y P y P ~ Otra forma de resolver
(3*y* =3 obtener potencias con la misma base con 2 ,6/% la ecuacion es
la misma base 3 Se descompone 81 en
factores para obtener
4x — 34 Se aplica la propiedad (a™)" = a™ .
3 3 P prop (@) =a potencias de base 9.
2x
4x =4 Se usa la propiedad a” = a? implica p=q 9™ =81
9% =92
4x _ 4 . . 2x =2
4 4 Se resuelve la ecuacién de primer grado
x =1
x=1
b) 64* = 4%+ Se descomponen 64 y 4 en factores para obtener potencias
(2°) = (22)~" con la base comun 2
6x — D2(4x+1) Se aplica la propiedad (a™)" = a™
6x=8x+2 Se usa la propiedad a” = a? implica p=gq
6x—8x =2 Se resuelve la ecuacion de primer grado
—2x 2
—2 —2
x=-1
c) 125" =25*" Se descomponen 125 y 25 en factores para obtener potencias
(53" = (5?)*3 con la base comun 5
531 = 52(x+3) Se aplica la propiedad (a™)" = a™
3(x—1)=2(x+3) Se usa la propiedad a” = a? implica p=gq
3x—3=2x+6 Se resuelve la ecuacion de primer grado
3x—2x=6+3
x=9

Encuentre la solucion de cada ecuacién exponencial.

a) 4> =16 b) 2%*" = 256

C) 27x — 32x+3 d) 27.\:71 — 9x+3
-X — x+1 — 17 o

e) 10° = 1 N9 =(57)

$



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 7: Ecuaciones exponenciales (3)

EjemP/O Encuentre la solucién de cada ecuacion exponencial.

a) 3x2—10 — 33x b) 2x2—3x — 16
a) 3x2—10 = 3%
x?—10=3x Se usa la propiedad a? = a implica p=gq
x*—3x—10=0 Se escribe la ecuacion en la forma ax”+ bx +c¢ =0
(x—5)(x+2)=0 Se resuelve la ecuacion de segundo grado con el método de

factorizacion

x—5=0, x+2=0

x=5 x=—2
b) 27 =16
2% = ¢ Se descompone 16 en factores para obtener potencias con
base comun 2
x’—3x=4 Se aplica la propiedad a” = a“ implica p=gq
x*—3x—4=0 Se transpone el 4 al lado izquierdo
(x—4)x+1)=0 Se resuelve la ecuacion de segundo grado con el método
x—4=0, x+1=0 de factorizacion
x=4, x=-—1

Encuentre la solucion de cada ecuacion exponencial.

a) 2¥ 5 =2%

b) 3+ > =27

c) 247% = 32"
d) 57 = 125

e) 9x2 = 33+2

4



Seccién 2: Funciones exponenciales

Contenido 8: Ecuaciones exponenciales (4)

P [ Encuentre la solucién de la ecuacion 9*—3*—6=0. ]

Para encontrar la solucion de la ecuacion dada se realizan los siguientes pasos:
1. Se expresa la ecuacion tomando como variable a 3*.

2. Se hace un cambio de variable ¢ por 3* y se escribe la ecuacion con ¢.

3. Se resuelve la ecuacién de segundo grado para ¢>0.

4. Se regresa a la variable original y se escribe la solucion.

Paso 1:

9"—-3*"—-6=0

(3*—3*—6=0 Se transpone el 6 al lado izquierdo
(3*¥—-3*-6=0 Se sustituye (32)* por (3%)2

Paso 2:

E—t—6=0 Se realiza el cambio de variable £ por 3*
Paso 3:

(t—3)(t+2) =0 Se factoriza el trinomio

t—3=0 o t+2=0 Se resuelve la ecuacion de segundo grado
t=3 , t=-2

Como ¢t > 0 entonces {=3

Paso 4:
3*=3 Se regresa a la variable original
3*=3' Se aplica la propiedad que aparece a la derecha
x=1 Propiedad
La solucion de la ecuacion 9*—3*—6=0 es x=1. a’=a’

es equivalenteap=gq

Encuentre la solucidon de cada ecuacion.

a) 9°—2(3)-3=0

b) 9*—4(39)+3=0

$



Unidad 2: Potenciacién y Funciones Exponenciales

Contenido 9: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Ordene las secuencias numéricas de manera creciente:

a) (3)% (3)°, 3

2. Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones exponenciales:

a) 22"'=4
o (%)-3
o (5] =87

@) 9 =(g7)
e) 16 =(og)
f) 4°+2(29-8=0

g) 4*—5(29)—-24=0

*
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Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Seccion 1: Logaritmo

Contenido 1: Definicién de logaritmo

Definicion

El logaritmo del numero M > 0 en la base a, con a>0 y a#1, es el exponente p al que
debe elevarse la base a para obtener el nUmero M. En simbolos

Argumento

logaMZ P siysolosi M=a’

Base Logaritmo

* log.M = p se lee: “p es el logaritmo de M en la base a”.
* log es una abreviatura de la palabra logaritmo.

Ejemp/o I'} Convierta de la forma exponencial a la logaritmica o viceversa.

Forma exponencial M = a” 8§=23 81=3* 1§= 32

Forma logaritmica log. M = p log,,100=2

Utilizando el hecho de que a” = M es equivalente a log.M = p se completa la tabla dada.

Forma exponencial M = a” 8§=23 81=234 1§ =32 100=102

Forma logaritmica log,. M = p log.8 =3 log:81=4 log31§ =—2 | logx100 =2

E1 Convierta de la forma exponencial a la logaritmica o viceversa.

Forma exponencial M = a” 144 =122 7=T7"

Forma logaritmica log.M = p log,9=2 10g321,—3 =-5

'l::/'emPlo 2 Encuentre el valor de x y el de b empleando la definiciéon de logaritmo.

a) log,x=2 b) log,100=2

Utilizando que log.M = p es equivalentea M = a” se tiene:

a) Se expresa log,x=2 como x=42 b) La ecuacion log,100 =2 se lleva
x=16 a la forma 100 = b2
b= /100 (base b > 0)
b=,10>=10

t.

Encuentre el valor de x y el de b empleando la definiciéon de logaritmo.
a) log,x=2 b) log,x =2 c) log,16=2
d) log,x=-3 e) log,25=2 f) log,10-*= -3

*



Seccién 1: Logaritmo

Contenido 2: Propiedades basicas de los logaritmos (1)

P Calcule los valores de los siguientes logaritmos:
a) log,,10° b) log,1 c) log,3

a) Sea log,10°=p. Entonces se utiliza la definicion de logaritmo y se tiene, en forma
exponencial,

105 =107

como ambas potencias con la misma base son iguales, los exponentes son iguales. Por
tanto p =25, de donde log,,10° = p=>5.

b) Sea log,1=p. Al sustituir 1 por 2° se obtiene
log,2° = p,
lo que en forma exponencial se escribe 2°=2". De aqui se obtiene p=0.
Por tanto log,1 =0.
c) Sealog,3=p. Entonces 3=3", es decir 3'=3", de donde 1=p.
Por tanto log,3=p=1.

Propiedades de los logaritmos
Sia>0 y a#1, entonces

log, a’=p log 1=0 log a=1

EJ-emP/o Encuentre los valores de los siguientes logaritmos:

a) log,36 b) log, +

a) log,36 = log, 62 =2 b) log, & =log, 2-2= —2

Encuentre los valores de los siguientes logaritmos:

a) log, 2° b) log, 1
c) log,7 d) log, 25
e)log,, 15 f) log, 3

$



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Contenido 3: Propiedades basicas de los logaritmos (2)

P [ Demuestre que log 2°=3log 2. ]

Sea log 2 = r. Esto se puede escribir de manera exponencial como
2=a"
Elevando al cubo ambos lados de esta igualdad, se obtiene
28 =(a")?
23 — a3r
Pasando a la forma logaritmica se tiene,
log 2°=3r
y sustituyendo r=log 2, resulta
log 2°=3log 2

Propiedad de los logaritmos
Si a>0, a#1, N>0y k es un nimero real, entonces,

log N*=F log N

EJ'emp/o Exprese las siguientes expresiones logaritmos en la forma k log V.

a) log, 3* b) log, 25 ) log, &
Se aplica la propiedad anterior

a) log, 3*=14 log, 3 b) log, 25=log,5?=2log,5 c)log,  =log, 2-'= —log, 2

Exprese las siguientes expresiones logaritmicas en la forma k log N:

a) log, 72
b) log,, 52
c) log,9

d) log, 27

e) 10g71§

$



Seccién 1: Logaritmo

Contenido 4: Propiedades basicas de los logaritmos (3)

P [ Demuestre que log (2)(3) =log 2+log 3. ]

S

Sealog 2=r y log 3=s.De forma exponencial

2=a"y 3=a*
Se multiplica lado a lado ambas ecuaciones y se aplica la propiedad
a™ a" =a™*" dando como resultado

(2)@3)=a"a

(2)3)=a""

Se aplica la definicion de logaritmo en base a
log (2)(3)=r+s
Se sustituye r=1log 2, s=log 3. Entonces se obtiene

log (2)(3)=1log 2+log 3

Propiedad de los logaritmos

Sia>0, a1, M>0 y N>0, entonces
log, MN =log, M +log N

Eje’"f’lo Calcgle los valores de las siguientes expresiones logaritmicas, usando la propiedad
anterior:
a) log,8+log,2 b) log,1 0+log3% +10g3%
a) log, 8-+log, 2 =log,(8) (2) b) log,10+log, 8 +log, 9 = log,(10)( 2 ) (¥
3 3 5 3 4 3 5
=log,16 =log, 27
=log, 4 =log, 3°
=2 =3

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:
a) log 12+log, 3 b) log, 2+log, 3

c) log,32+log,2 d) log, 5+log, 2

$



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Contenido 5: Propiedades basicas de los logaritmos (4)

P [ Demuestre que log, % =log 2-log, 3

Sealog 2=r y log, 3=s. Estas expresiones se escriben de manera exponencial como
2=a" y 3=

m

Se dividen lado a lado estas ecuaciones y se aplica la propiedad a

m—n

a @ ’
2 _a
3
2 J— r—s
3=a

Ahora se aplica logaritmo de base a en ambos lados de la ultima igualdad

log, % =log a*=r—s

De lo que resulta log, 3 =r—s. Finalmente se sustituye r=1og, 2 y s=1log_ 3, obteniendo,

log, % =log, 2—log_ 3.

Propiedad de los logaritmos
Sia>0, a#1, M>0, N>0, entonces

M _
log, N log, M-log, N
Ejem,p/o Calcule el valor de la siguiente expresion logaritmica:
log, 8—log, 2
Aplicando la propiedad anterior se tiene

log, 8—log, 2=log, %
=log, 4
=1

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:

a) log,16—log, 2 b) log, 54—log, 2

c) log, 3—log, 48 d) log, 324—log, 4

¢



Seccién 1: Logaritmo

Contenido 6: Propiedades basicas de los logaritmos (5)

Ejemp/o
a) log, 2+log, 50—log, 4

Se procede con los calculos
usando las propiedades
reunidas en el cuadro de la
derecha.

1) log a’=p

6) log, % =log, M—log, N

Sia>0, az1, M>0y N>0

4) log, N*=klog, N
5) log, MN =log M+log, N

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:

b) log, 9—log 15+log 10

2)log,1=0 3)log, a=1

(k es numero real)

a) log,2+log,50—log, 4 =(log, 2+log,50)—log, 4
=log, (2) (50)—log, 4
=log, %
=log, 25
=log 52
=2

b) log, 9—log,15+1log 10 = (log,9 —log,15)+log, 10

=log, % +log, 10

= log, (%) (10)

=log, 90
15
=log, 6

=1

Se asocian los dos primeros términos

Se usa la propiedad 5

Se utiliza la propiedad 6
Se simplifica el argumento
Se expresa el 25 como potencia

Se aplica la propiedad 1

Se asocian los dos primeros logaritmos

Se usa la propiedad 6

Se utiliza la propiedad 5

Se opera en el argumento

Se simplifica el argumento

Se usa la propiedad 3

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:

a) log, 8+log,5—log, 20
b) 2 log,6+log, 5—log, 20

c) log,, 24—2 log,, 6+log,, 15

$



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Contenido 7: Propiedades basicas de los logaritmos (6)

P [ Deduzca una férmula que utilice logaritmo en base 2 para calcular el valor de log 4.

Sea log, 4= p que en forma exponencial es
4=8F
Aplicando logaritmo de base 2 en ambos lados de la ecuacién anterior se tiene
log, 4 =1log,8”
y utilizando la propiedad log, N*=k log, N se obtiene

log, 4= p log, 8, de donde log;4 _

10g28 - bp
L tituyend log24 1 log 4= It
uego, sustituyendo p por [02,8 en log,4=p resulta
_ 10g24
10g84 B 10g28
Férmula de cambio de base
Sia>0,6>0,¢>0, a1, c-1,
_log.b
loga,b - logca

Ejemp/o Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas usando la férmula de
cambio de base:

a) log, 8 b) logs2 -log.9
_ log.8 . _ logs9
a)log, 8 = Tog, 16 b) log, 2-log, 9 = logs2 logs2
10g223 - 10g39
= 10g224 = 10g332
_ 3logs2 -2
4log:2
_3

E 4

Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas usando la formula de cambio

de base:
a) log, 27 b) log, 32
c)log, 5 d) logs5-logs9

e) 10g211 ° 10g11 16

%



Seccién 1: Logaritmo

Contenido 8: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:

1

a) log, 9 b) log 1125

c) log, /32 d) log41L6

e) log, 32 f) log, %

g) log, 3 « log, 2 h) log, 5 - log, 8

2. Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:
a) log, 10—log, 5 b) log,24—log, 8

¢) & log,8+ 5 log, 4 d) log,, 72—2 log,, 3—3 log,, 2

3. Calcule los valores de las siguientes expresiones logaritmicas:
a) log,12—log, 20—log, 15
b) log, 20—log, 15—log, 12
c) 3 log,12—10g,300—2 log, 60
d) log, /18 — log2
e) log,7 - log, 32
f) log,8 - log, 3

g) log, 3 « log, 5 - log, 7 - log, 8

*



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

P

Seccion 2: Funciones logaritmicas

Contenido 1: Grafica de la funcion logaritmica creciente

p
Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion y = log, x, realice lo siguiente:

N 1§ ]T 17 1 2 4 8
y -3 0 3
Punto A(%,— ) B(%, ) C(% ) DA, 0) | E2 ) | Fa, )| GB )

a) Complete las casillas vacias y los pares.

b) Ubique los puntos A, B, C, D, E, F y G en el plano cartesiano.

c) Trace una curva suave sobre la trayectoria indicada por los puntos ubicados y prolonguela
mas alla de Ay G.

a) Se calculan los valores de y para x = %17 2y4.
Para x= 1 ; yzlogz% =log,27%2=—2 Para x= %; y=log, 17 =log,2-1= -1
Para x=2; y=1log,2=1og,2'=1 Para x=4; y=log,4=1log,2°=2
1 1 1
X 8 x > 1 2 4 8
v -3 ~2 —1 0 1 2 3
Punto A(%, _ ) B(%, - ) c(% - ) D(1,0) | E(2,1)| F,2) | G@,3)

b) Se ubican los puntos en el plano cartesiano.

4

4
4

2
9

G(8,3)
2 F(4,2)
' D(1.0) E(2,1)
—1 0 2 4 6 7 8 9 X
R )
2 e 1
A°B(4,=2)
E )

yA

c) Se une los puntos con una curva suave.

A
4

3 =
_—TGB3)
‘ F4,2)
o0y, TE2,)
-1 0 2 3 4 5 6 71 8 9 X
1[(\17 1)
) 1
ATB(4=2)
g —3)

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcién y=log, x, determine lo que se le pide.

. 21_7 15 % 1 3 9 27
y -3 0 3
Punto A<21—7, = ) B(%, ) C(% ) D1,0) | E3 ) | FO ) | G@7,3)

a) Complete la tabla.

¢) Una los puntos con una curva suave.

b) Ubique los puntos B, C, D, Ey F en el
plano cartesiano.

*




Seccion 2: Funciones logaritmicas

Contenido 2: Grafica de la funcion logaritmica decreciente

P [ Dadala siguiente tabla de valores asociada a la funcion y = log%x, determine lo que se le pide. |
1 1 1

y 3

0 —3

Puno | A(§.3) | B(f. )| 3 )| poLoy | Ee ) | R4 ) |Ge —3)

a) Complete la tabla.
b) Ubique los puntos en el plano cartesiano.

c) Traceunacurvasuave sobre latrayectoria indicada porlos puntos ubicados y prolonguela
mas alla de Ay G.

a) Se calculan los valores de y para x = %17 2y4.
2 1
Para x = %;yz log%%=log%(1§> =2 Para x = ; Y= log%%=log%(1§) =1
1Y\ 1V?
Para x=2; y=logi2 = log%<§> =—1 Para x=4; y=logi4 = log%<§> ==2
1 1 1

X g 4 2 1 2 4 8

y 3 2 1 0 —1 -2 -3
punto | A(3. 3)| B(% 2) | €(%.1) | Do) | E@ 1) | F@ —2) | G, -3)

b) Se ubican los puntos en el plano cartesiano.  ¢) Se unen los puntos con una curva suave.
i\

YA
4 4
1 1
A(—~ 3 L
3p-Alg:3 3 &A 8’3
2{o B(1:2) 2(4 B(1:2)
1 -C( ;, .) 1 \5(12‘ )
- D(1,0) - - D(1,0) -
7 0| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 x 7 0 2 4 5 6 7 9 x
1 E@2,—1) 1 E@2,—1)
. F(4,—2) A F(4,—2)
4 —4Z
G(8,—3) T G(8.-3)
=3 =3 —
—4 —4

Dada la siguiente tabla de valores asociada a la funcion y=log 1§ X, determine lo que se le pide.

X 57 1 3 9 27
y 3 0 -3

Punto | A(57. 3) | B3, ) c(4. ) D(1,0) | EG. ) | FO. ) | Ger, —3)

=
W=

a) Complete las casillas vacias y los pares
b) Ubique los puntos B, C, D, E y F en el plano cartesiano.
c) Una los puntos con curva suave.

*



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Contenido 3: Propiedades basicas de la funcién logaritmica creciente

Propiedades de la graficade y= loga x,a>1:
1. La grafica pasa por los puntos (1, 0) y (a, 1)
yaque log 1=0y log a=1.

2. El eje y es asintota vertical, es decir, la gréafica
no toca a la parte negativa de este eje, aunque
se acerca indefinidamente a este.

3. Observando la grafica se concluye que esta es
creciente, es decir si p < q, log_ p <log_q.

4. Dominio: NUmeros reales positivos. v
Rango: Numeros reales.

P Ordene los logaritmos de forma creciente.
a) log,9, log,3 b) log,7, log, 1@ log,5

a) Puesto que 3 <9y labase 3 es mayor que yh y=log, x
1, por la propiedad 3 se tiene

log,3 < log,9.

b) Puesto que 1@ <5< 7 ylabase 2 es mayor

que 1 por la propiedad 3 se tiene

log, % <log,5 <log, 7

Ordene los logaritmos de forma creciente.

a) log, 5, log, 3 b) log, 2, log, 17 log, 4

*



Seccion 2: Funciones logaritmicas

Contenido 4: Propiedades basicas de la funcién logaritmica decreciente

Propiedades de la grafica de y=logax, O<a<1:

y=log x

1. La gréfica pasa por los puntos (1, 0) y (a, 1) ya que
log, 1=0 y log, a=1 v
2. El eje y es asintota vertical, es decir, la grafica no

toca a la parte positiva de este eje, aunque se acerca
indefinidamente a este.

N

3. Observando la grafica puede notarse que p < g; 0
no obstante, log, p>log_ q, siendo la grafica g p
decreciente. ‘

log, q

4. Dominio: Numeros reales positivos.
Rango: Numeros reales.

P Ordene los logaritmos de forma creciente.

a) log18, log14 b) log:2, log%%, log14

A
a) Puesto que 4 < 8 y la base 17 es g

menor que 1, por la propiedad 3 se

tiene que
log%8< log% 4 o0
logj4 = —2
logy8 = — 1
b) Puesto que 17< 2 <4 ylabase 1@ '
es menor que 1y, por la propiedad y
3, se tiene y=log;x

log%4<log%2<log%17

Ordene los logaritmos de forma creciente.

a) log13,log15 b) log14,log1 % log18

$



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Contenido 5: Ecuaciones logaritmicas (1)

P Encuentre la solucién de cada una de las siguientes ecuaciones logaritmicas:
a) log,x=5 b) log, (2x+7)=2

S

a) log, x=5 se pasa a la forma exponencial
x =2°=32

Este valor satisface la condicion de que el argumento debe ser positivo. Por tanto la
solucion es

x=32

b) Igualmente, la ecuacion log, (2x+7) =2 se escribe en forma exponencial
2x+7 =52
es decir
2x+7=25

Resolviendo esta ecuacion se tiene

2x=25-7
2x=18
_18 _
xX="5 =9
Los valores x del argumento de la funcion deben cumplir la condicion
2x+7>0
7
X > 5

Esto quiere decir que x =9 cumple con lo exigido, siendo entonces la solucion.

t

Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log, x=2
b) log, (3x+4)=2

c) 2log, x=4

*



Seccion 2: Funciones logaritmicas

Contenido 6: Ecuaciones logaritmicas (2)

P Encuentre la solucion de cada una de las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log, x+log, (x+3)=2 log, 2 b) log, (x+1)+log, (x—7)=1

S

a) log, x+log, (x+3)=2 log, 2

Se aplica las propiedades del logaritmo

log,x(x+3)=log, 2° log M+log, N=1log, MN y klog N=log N
X(x+3)=22 log, p=1log g siysolosi p=gq
2+3x =4
) Torex - Enellogaritmo log, M, el
x*+3x—4=0 ©/ argumento es M>0.
Se resuelve la ecuacion de Por lo tanto, en las expresiones:
segundo grado log,x y log,(x+3), los
(x+4)(x—1)=0 argumentos verifican
x+4=0, x—-1=0 x>0y x+3>0
x=—4, x=1 x>0y x>—3
para x>0, x=1 Es decir, las soluciones seran:
x>0
b) log, (x+1)+log, (x—7)=1
Aplicando las propiedades del logaritmo se tiene
log,(x+1)(x—7)=log, 9 log, M+log, N=log, MN y 1=log a
(x+M1)(x-7)=9 log, p=1log g siysolosi p=gq
x2—6x—7=9
B . Enla expresiones:
Se resuelve la ecuacion de segundo grado \1/ log, (x+1) y log, (x—7), los
x2—6x—16=0 argumentos cumplen que
(x—8)(x+2)=0 x+1>0y x-7>0
x—8=0, x+2=0 x>-1y x>7
x=8, x=-2 Es decir, las soluciones seran:
parax>7,x=8 x>7

Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log,x+log, (x—1)=1
b) log,,(x+2)(x+5)=1

c) log, (x—2)+log, (x+1)=2

*



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

Contenido 7: Calculo de logaritmos de base 10

P Calcule el valor de cada uno de los siguientes logaritmos si log,, 2=0,3010 y log,, 3=0,4771:

a) log,, 9 b) log,, 6 ¢) log,, 12
a) log,, 9=1log, 3? Se descompone el 9 en factores primos
=2log,, 3 Se utiliza la propiedad log,, M*= klog,, M
=(2)(0,4771) Se sustituye el valor de log,, 3
=0,9542 Se multiplican ambos factores
b) log,, 6=1og,, (2)(3) Se descompone el 6 en factores primos
=log,, 2+log,, 3 Se utiliza la propiedad log,, MN= log,, M+ log,, N
=0,3010+0,4771 Se sustituyen los valores para log,, 2 y log,, 3
=0,7781 Se realiza la suma
c) log,, 12=1og,(4) (3) Se descompone el 12 en los factores 4 y 3
=log,, 4+log, 3 Se aplica la propiedad log, MN= log,, M+ log,, N
=log,, 2°+log,, 3 Se expresa el 4 como potencia de 2
=2log,,2+log,, 3 Se aplica la propiedad log,, N*= klog,, N

=(2)(0,3010)+(0,4771)  Se sustituyen los valores para log,, 2 y log,, 3

=1,0791 Se realizan las operaciones indicadas

Calcule los valores de los siguientes logaritmos si log,, 2=0,3010y log,, 3=0,4771:

a) log, 4 b) log,,18
c) log,, 24 d) log,, 27
e) log,, 32 f) log,, 36

*



Seccion 2: Funciones logaritmicas

Contenido 8: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Trace la grafica de cada una de las funciones logaritmicas.

a)y=log, x

b) y=logix

2. Enliste los logaritmos dados en el orden que se indica a la par.

a) log, 5, logz%, log, 3 (orden creciente)

b) log: 2, log: 1§ logi 6  (orden decreciente)

3. Encuentre las soluciones de las siguientes ecuaciones logaritmicas:

a) log, x=-5

b) log, (x—3)= &

c) log, (3—x) =log, (2x+18)
d) log, (x+2)>=2

e) log, (x—2)+log, (2x—7)=2



Unidad 3: Logaritmo y Funciones Logaritmicas

4. Calcule los valores de cada uno de los siguientes logaritmos si log,, 2=0,3010 y
log,, 3=0,4771:

a) log,, 16

b) log, , 81

c) log,, 48
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Unidad 4: Geometria Analitica

Seccion 1: Punto y segmento

Contenido 1: Distancia entre dos puntos de la recta numérica

Repaso

Sistema de coordenadas en la recta numérica

En la recta numérica, cada punto A de esta se identifica con un A

unico numero real a el cual se denomina coordenada de dicho = ® >
punto. Se usara la notacion A(a) para referirnos al punto y su a
coordenada asociada.

P [ Dados A(1), B(5), C(—2) y D(3) calcule la distancia entre A y By entre C y D. ]
En la gréfica de la derecha se observa que hay 4 unidades A B
desde A hasta B, esto es RS - "
01 475
AB=5-1=4
Coordenada de B I/' ™ Coordenada de A |
Es decir, si se utiliza valor absoluto, Valor absoluto de x
AB=4=|4|=|5-1] x| = x six>0
= |coordenada de B—coordenada de A| —x six<0
Ahora se calcula la distancia entre C y D.
cC O D
Hay 5 unidades entre los puntos C(—2), D(3), de modo que et
CD=3—(-2)=5 T2

Coordenada de D I/' \ Coordenada de C |

Utilizando valor absoluto para calcular la distancia se tiene
CD = |coordenada de D—coordenada de C|=|3—(—2)|=|5|]=5

La distancia entre dos puntos cualesquiera A .y B de la recta numérica, cuyas coordenadas
son a y b, respectivamente, es la longitud del AB y esta dada por

|b—al
AB=|b—aq| A --777" --_B
| 4 |
La distancia entre los puntos A y B se denotara como d, de modo ~ >
que a b
d=AB
1. Calcule la distancia entre cada pareja de puntos.
a) A(3), B(7) b) C(-5), D(0) c) M(0), F(-7)

d) F(-7), H(-2) e) R(-5), Q(1, 5)
2. Dados los puntos A(-5), B(—2), C(10), verifique que AB+BC=AC.

$



Seccioén 1: Punto y segmento

Contenido 2: Division de un segmento de la recta numérica en una razén dada

Repaso

Division de un segmento por un punto en una razén dada

Recuerde que un punto P en el interior de AB divide a este en /—\/’1\
la razén m:n si P se ubica a m unidades de A y a n unidades de A s N
B, estoes AP: PB=m:n.

Represente graficamente la division del segmento AB por el o °
punto P en la razén 2:3, dividiendo a este en 5 partes iguales. A B

S

El segmento dado se divide en 5 partes iguales puesto que

2+3=5. e
La razén 2:3 nos indica que el punto P se ubica a 2 unidades de A
Ay a 3 unidades de B.

N
w

™

Represente graficamente la division del segmento AB por el punto P en la razén 3:7.

® °
A B

Coordenadas del punto que divide a un segmento en una razén dada

Recuerde también que si A(a) y B(b) son los extremos de AB, la coordenada p del punto P
en el interior de dicho segmento que lo divide en la razon AP:PB =m:n esta dada por:

m
_ na+mb A -l ron_ B
b= m-+n I I 1
a D b
Sim=n,entoncesPeselpuntomediode AB ysucoordenada o _-"._ p - p
_a+tb [ ~0- ]
es P=""> a D b

Los puntos A(—1) y B(9) son los extremos de AB. Calcule la coordenada del punto

E/emplo P en AB, tal que:
a) P divide a AB en la razon 3:2 b) P es punto medio de AB
a) Se usa laformula p = %; siendoa=-1,b=9,m=3, n=2.
_(2)(=1D+E)O) _25 _ g FPPEEEEREN -.P.--—---B
p= 3+2 5 i 4 b *

La coordenada de P es 5.

b) Como P es el punto medio de AB, se usa la formula p = 5, siendoa=—1, b=09:
b 2 2" NSRS N
De manera que el punto medio de AB tiene coordenadap=4. =7 '«

EZ Encuentre la coordenada de cada punto P del segmento dado AB, sabiendo que:
a) Los extremos de AB son A(5) y B(15), ademas P divide este segmento en la razon 2:3.
b) Los extremos de AB son A(—7)y B(14), ademas P divide este segmento en la razén 4:3.
c) Los extremos de AB son A(15) y B(45), ademas P es punto medio de AB.

*



Unidad 4: Geometria Analitica

Contenido 3: Distancia entre dos puntos del plano cartesiano

P [Calcule la distancia entre los puntos A(1, 2) y B(6, 5) del plano cartesiano. ]

S

La distancia entre A y B es la longitud de AB. A

Si se traza una recta paralela al eje x, pasando por
A y unarecta paralela al eje y pasando por B, estas
se cortan en C, formando el triangulo rectangulo
ABC.

La longitud de AC es 2f---
AC=6-1=5,

Bl oo B(6. 5)

Z ~ -0, 2)

\

|
|
|
6 X

y la longitud de BC es 0
BC=5-2=3.

La distancia a determinar es la longitud de la hipotenusa del AABC, de modo que, aplicando
el Teorema de Pitagoras se tiene

AB?=AC?+B(?

AB= /AC*+B(C?

AB=/(6-17+(5-2¢=,/5"+32=/34
Luego, la distancia entre los puntos A(1,2) y B(6, 5) es /34 .

Distancia entre dos puntos del plano cartesiano 1y Ble.y)
La distancia entre dos puntos A(x,, »,) y B(x,, v,) del - N
plano, denotada por d, es la longitud del segmento |
AB y se determina con: /’ Ve
A(x1,y1) /
d=AB=/(x:—x: P+ (y—» ) Vo= /l_’.IC
=
= 0 J'c1 x, X =
y

Calcule la distancia entre dos puntos:

a) A(2, -3),B(5,1)

c) R(—2,1), S(2, 4)

b) M(0, 0), Q(—4, 2)

d) F(3, -2), T(3, —9)

$



Seccioén 1: Punto y segmento

Contenido 4: Division de un segmento en una razén dada

Definicion

Coordenadas de un punto que divide a un segmento del plano en una razén dada

Las coordenadas del punto P(x, ¥) que divide a AB, con extremos A(x,, »,), y B(x,, v,),
en la razén m:n son

_ nx:+mx; _ hyitmy,
= " m+tn * YT m+n

Esto se confirma a partir del siguiente grafico, en el que se muestra que sobre el eje x se
forman segmentos cuyas longitudes estan también en la razén m:n, lo cual ocurre a su vez
sobre el eje y:

Al proyectar el segmento AB
sobre el eje x se forma el
segmento A A, cuyos extremos
son A, (x,, 0)y A, (x,, 0) . El
punto P, (x, 0) es la proyeccion
de P sobre el eje x y este divide
al segmento A A, también en
la razén m:n, de manera que

B(x,.v,)

_ nxit+tmx;
- m+n

Al proyectar el segmento AB m+n
sobre el eje ¥y se forma el

segmento BB, cuyos extremos 0
son B, (0,y,) vy Y
B, (0, ,) . El punto P, (0, y) es i
la proyeccion de P sobre el eje v

y este divide al segmento B.B,
también en la razén m:n, de X="m+n
manera que

A

&

_ nyitmys
T m+n

Es decir, las coordenadas de P son

P<HX1+mX2 ny1+myz>
m+n m+t+n '

$



Unidad 4: Geometria Analitica

I;]'em’p/o Calcule las coordenadas del punto P(x, ¥) que divide al segmento AB cuyos
extremos son A(1, 2) y B(4, 5) en la razén 1:2.

En la grafica de abajo se muestra ABy el punto P que lo divide en la razén 1:2.

5 B(4, 5)

e — = ——

A
Y

N

Y

Para el uso de las formulas anteriores se identifica

x, =1, x,=4, y,=2,

y,=5 m=1, n=2.

Asi,
2)(1)+(1)(4
x:( )(1>+(2)( ):%:2
2)(2)+(1)(5
y= QDG 9 _g

Por tanto, el punto buscado es P(2, 3).

a) Encuentre las coordenadas del punto P que divide al segmento con extremos A(2, 1) y
B(9, 8) en la razon 3:4.

b) Encuentre las coordenadas del punto P que divide al segmento con extremos A(—1, 6) y
B(6, —1) en la razon 4:3.

$



Seccioén 1: Punto y segmento

Contenido 5: Coordenadas del punto medio de un segmento

Determine las coordenadas del punto P que divide al segmento con extremos A(1, 2) y
B(3, 6) en la razon 1:1.

S

Las coordenadas de P son:

_<1>(1)+<1>(3):1+3:i:2 _(@2)+(1)6) _2+6 _8
X= 1+1 2 2 -4 Y= 1+1 2 2

Luego, el punto buscado es P(2, 4).

=4,

Se observa que en este caso, m=n =1, lo que indica que P es punto medio de AB.

B(3, 6)

P(x, y)

A(1,2)

C

Punto medio de un segmento del plano
Las coordenadas del punto medio P(x, ) de AB con extremos A(x,, »,) y B(x,, »,) son

_XitXx _ Ity
X="9% 5 Y=2
Es decir,

P(x1—£x2, 3’1‘£J’2>



Unidad 4: Geometria Analitica

Ejemln/o a) Encuentre las coordenadas del punto medio del segmento con extremos A(1, 3)
y B(-2, 5).

b) Si (0, 3) son las coordenadas del punto medio de AB con extremos A(-2, 4) y
B(x,, ¥,), determine las coordenadas de B.

a) Comox,=1,x,=—-2,y,=3,y,=5, el punto medio tiene coordenadas

De manera que el punto medio es P(—%, 4).

b) Esta vez se sabe que x=0, y=3, x,=—2, y,=4, valores que se sustituyen en las
expresiones para las coordenadas del punto medio:

__2+.X'2 _4+y2
0—72 , 3= 5

0=-2+x, 6=4+y,

X, =2, y2=2

De manera que el extremo buscado es B(2, 2).

t

1. Encuentre en cada caso el punto medio de AB cuyos extremos son:

a) A(2,4),B(5, 8)
b) A(4, —1), B(7, 3)
c) A(-2,3), B(5, 1)
d) A(0, 3), B(3, 0)

2. Uno de los extremos de un segmento es el punto (7, 8) y su punto medio es (4, 3).
Encuentre las coordenadas del otro extremo.

$



Seccioén 1: Punto y segmento

Contenido 6: Comprobemos lo aprendido 1

1. Calcule la distancia entre los puntos dados en la recta numérica:
a) A(-3), B(0)
b) P(12), Q(-5)

c) M(=7), T(-4)

2. Encuentre la coordenada del punto P de AB, sabiendo que:
a) Los extremos de AB son A(1) y B(9), ademas P divide este segmento en la razon 3:1.
b) Los extremos de AB son A(9) y B(2), ademas P divide este segmento en la razon 5:2.

c) Los extremos de AB son A(—10) y B(14), ademas P es punto medio de AB.

3. Determine la distancia entre los puntos dados del plano.
a) P(0, 0), Q(4, 3)
b) F(3, 0), N(-2, 0)
c) H(6, 2), K(-3, —1)

d) W@, 2), U(-1, —1)

4. Los puntos extremos de un segmento son P1 (2,4)y P2 (9, —3). Determine las coordenadas
del punto P(x, y) que divide a este segmento en la razén 5:2.

5. Uno de los puntos extremos de un segmento es P, (=5, 4) y su punto medio es P(1, 1).
Halle las coordenadas del otro extremo.



Unidad 4: Geometria Analitica

Seccion 2: La recta

Contenido 1: Ecuacion de la recta (pendiente y el intercepto con el eje y)

Repaso

La grafica de la ecuacion y = mx+b es una recta que tiene pendiente m y pasa por el punto
(0, b). El punto (0, b) es el intercepto con eje y.

P Dada la recta y = 3x+2 responda a los incisos propuestos.
a) Encuentra la pendiente y el intercepto con el eje y.
b) Trace la grafica de la ecuacion dada.

a) A partir de la forma de la ecuacion y=3x+2, m=3
y b=2: la pendiente de la recta y=3x+2 es 3 y el
intercepto con el eje y es el punto (0, 2).

b) Para trazar la grafica de esta recta se necesita otro
punto diferente de (0, 2) y como la pendiente es 3, el
otro punto que se obtiene a partir de este es (1, 5).

t

Para cada inciso, identifique la pendiente de la recta dada y el intercepto con el eje y.
Trace la grafica.

a) y=2x+2
b) y=—3x+4
C) y=5x

d) x+y=3



Seccion 2: La recta

Contenido 2: Ecuacion punto - pendiente de la recta

DWOWMW
Sea A(x,, ¥,) un punto de la recta que tiene pendiente m cuya v4
ecuacion es y=mx+b
y=mx+b D )
Las coordenadas de este punto satisfacen la ecuacién anterior, v
es decir,
v, =mx,+b ) m
Al restar (2) de (1) se obtiene b 1
y= mx+b
+) —»=—mxi—b
Y — Y = mx — mx 7_0" x

y—y=m(x— x)

La ecuacion de la recta que tiene pendiente m y pasa por el punto A(x,, ¥,) es:
y—y,=m(x—x,)

se llama ecuacioén punto - pendiente de la recta.

Ejemlplo Determine la ecuacién y trace la grafica de la recta que pasa por A(2, —3) y su
pendiente es —2.
Como x,=2, y,=—-3 y m=-2, al sustituirlos en la ecuacion y—y,=m(x—x,) se tiene
y—(=3)=-2(x-2)
Ay

y+3=—-2x+4 K

y= —2x+1 1

La ecuacion de la recta es y=—2x+1 y su grafica se muestra -5

a la derecha.

—1

-2

-3

\/

t

1. Determine la ecuacioén de la recta que pasa por el punto (2, 3) y tiene la pendiente indicada:
a) m=2 b) m=-3 c) m=0

2. Determine la ecuacion de la recta que pasa por (4, —1) y su pendiente es —4.

$



Unidad 4: Geometria Analitica

Contenido 3: Expresidn para la pendiente de una recta

-
P La siguiente tabla muestra las coordenadas de algunos puntos de la recta y = 3x+2:
X -2 -1 0 1 2
y —4 -1 2 5 8
Punto A(-2, —4) |B(—-1, —1)| C(0, 2) D(1, 5) E(2, 8)
a) Determine los valores % para las siguientes parejas de puntos:
mAyB mByE mCyD
b) Compare los resultados obtenidos en a) con la pendiente de la recta.
. J

S

a) Para los puntos A(—2, —4) y B(—1, —1) se tiene
x=-2,y=—4x,=-1yy,=—1, asi

yo—y _—1-(=4) _3 _
X2 — X1 —1—(—2) 1

En el caso de B(—1, —1) y E(2, 8) se tiene
x,=-1,y=-1,x,=2yy,=8, de modo que

Y= _ 8—(—1) _9 _
X2 — X1 2—(—1) 3

Y, para C(0, 2) y D(1, 5), x,=0,y,=2,x,=1 y y,=5, de
manera que

3.

3.

A

Y2 i :5_2 2123
x:—x 1-0 1 :

b) Lapendiente delarectay = 3x+2es 3, lacual coincide con el valor obtenido en los cocientes
de a).

C

La pendiente de larecta y = mx + b que pasa por dos puntos A(x,, y,) y B(x,, y,) es larazon
_ Y2 W

X2 — X1’ xﬁéx?

t

Calcule para cada inciso la pendiente de la recta que pasa por los puntos:

a) A(3, 4)yB(1, —2)

c) F(1, 3)y J(7, 1)

3

b) M(—5, 3)y P(2, —3)

d) Q@3, 4)y C(0, 4)



Seccion 2: La recta

Contenido 4: Ecuacion de la recta que pasa por dos puntos

P [Determine la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A(1, 3) y B(2, 4). J

S

La pendiente m dada por

_Y2m» _4-3
X2 — X1 2—1"

m

Se utiliza la ecuacion punto — pendiente y—y, =m(x—x,), para \
la cual se requiere de uno de los puntos de la recta, tomese por 5__3’
ejemplo A(1, 3) toma la forma.

v, /yg—y1 41
X2 — X1
T, 43

y—3= 51 (x—1) 3¢+

Es decir, \x1 )
y—3=1(x—1) /

y—3=x—-1 T

y=x+2. -

o |

=
-1
N
-

La ecuacién encontrada es por tanto y =x+2. Y

La ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos A(x,, y,) y B(x,, ¥,) siendo x: # x., es

= V2T
YV = g x (X T X)

l:]'emp/o Determine la ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos A(2, 1) y B(3, —1).

Como x,=2, y,=1, x,=3y y,=—1, usando la ecuacion para la recta que pasa por dos
puntos se tiene

y=1= "3 5 (x—2)

y—1=-2(x—-2)
y—1=-2x+4
y=-—-2x+5

La ecuacion encontrada es y = —2x+5.

t

Determine la ecuacion de la recta que pasa por los dos puntos:
a) A(-2,3) y B(1,9) b) Q(2,1) y H(4,7)
c)F(2,5) y M(-7,5) d) W(1, =2) y J(—4,5)

*



Unidad 4: Geometria Analitica

Contenido 5: Ecuacion general de la recta

P [Exprese la ecuacién de la recta y = %x+1 enlaforma Ax+By+C=0con A#0 0 B+#0. ]

S

Se observa que en la expresion Ax+By+C =0 el lado derecho es igual a cero, de modo que

se efectia una transposicion de términos en y = %x+1, ordenandolos adecuadamente

_2
y=73x+1 o~ ”
Se multiplica la ecuacién

— %x+y—1 =0 € (1) por —3 para simplificar el
2x—3y+3=0 denominador.

La ecuacion y= %x+1 se puede escribir como 2x—3y+3=0 o también de la forma

%x—y+1=0.

La ecuacion de una recta en su forma general es Ax+By+C=0, siendo A, B, C niumeros

cualesquiera con A#0 0 B+#0.

/::/'emp/o Identifique los nimeros A, B y C para que la ecuacion de la recta x =2 tenga la forma
generalcon A#0 o0 B#0.

En vista de que x =2 se escribe como
x+0y—2=0,

se tienen los nimeros A=1,B=0,C=-2.

t

1. Escriba cada ecuacién dada en la forma Ax+By+C=0con A#0 o B #0:

a)y=—-2x+3 b) x=10
__3 _
C)y—1——5x dy=2

2. Dada la recta 3x—5y+1=0, determine la ecuacién de la forma y=mx+b que le
corresponde.

*



Seccion 2: La recta

Contenido 6: Ecuaciones de rectas paralelas a los ejes coordenados

P1 [Determine la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (2, 1) y (5, 1). Trace su grafica. ]

S

Se aplica la ecuacion de la recta que pasa por dos puntos:

1-1
y=1=5_5x=2) 3;
0
y=1=73x-2) JJo, 1) 2,1) (5, 1)
- ° o—>
y—=1=0 y=1 : X

- : :
y=1 —1 0+ 1 2 3 4 5
La ecuacién obtenida indica que todos los puntos de esta recta tienen al 1 como ordenada.
La recta trazada es paralela al eje x. En la grafica se muestran algunos puntos.

C

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(x,, ¥,) y B(x,, ¥,) es
y=y,

Esta es una recta paralela al eje x, cuya pendiente es 0.

al eje x en (2, 0).

P [ Determine la ecuacion de la recta que pasa por (2, 2) e intercepta] y
2
S.

La recta pasa por los puntos (2, 2) y (2, 0) y es paralela al eje y, a
como se aprecia en la grafica derecha.

Se observa que todos los puntos de esta recta tienen como abscisa
x = 2. Esto permite decir que la ecuacion de la recta es

x=2.

-1

La ecuacion de la recta que pasa por los puntos A(x,, v,) y B(x,, »,) es
X=X,

Esta es una recta paralela al eje y, la cual carece de pendiente.

1. Determine para cada inciso la ecuacion de la recta que pasa por los puntos dados:
a) T(-2,1)y R(2, 1) b) M(1, 3) y J(1, —3)

c) Q(—1,2)y T(-1, 10) d) H(O, 3) y T(-6, 3)

2. Determine la ecuacion de la recta que pasa por (2, 3) y cuya pendiente es cero.

$



Unidad 4: Geometria Analitica

S

Contenido 7: Condicion de paralelismo de dos rectas

P [Verifique que las rectas y=2x+2 y y=2x—1 son paralelas. }
e . Ay A
En la gréafica de la derecha se observa una separacion 6 ye2x+2/h
vertical constante de 3 unidades entre las dos rectas, lo 5
que indica que estas no tienen puntos en comun, es decir, 3

son rectas paralelas.

Noétese que la pendiente de ambas rectas es m = 2.

Las rectas y=m, x+n,, y=m,x+n, son paralelas si sus pendientes son iguales.
Es decir, m,=m,

Investigue si las parejas de rectas dadas son paralelas:
a) y=-3x+1 b) y=10+3x c)y=—-5x+1 d) y=-5x+3
y=3x+6 y=3x—1 5x+y+7=0 y=-3-5x

I;]'emplo Determine la ecuacién de la recta que pasa por (3, —2) y es paralela a la recta

2x+y—2=0.

La pendiente de la recta buscada es la misma que la de 2x+y—2 =0, esta ultima se lleva a

la forma y = mx+b:
2x+ty—2=0

y=—2x1+2

De modo que la pendiente de ambas rectas es —2. Como el punto (3, —2) esta en la recta a
determinar, entonces

y—(—=2)=—2(x—3)
y+2=—2x1+6
y=—2x1+4

La ecuacion de la recta es y = —2x+4.

a) Determine la ecuacion de la recta que pasa por (—2, —3) y es paralela a la recta cuya
ecuacion es 4x+y—5=0.

b) Determine la ecuacién de la recta que pasa por (—3, 4) y es paralela a 6x+3y—3=0.

2



Seccion 2: La recta

Contenido 8: Condicion de perpendicularidad de rectas

( )
P Considere la recta que pasa por (0, 0) y (=2, 1) y la recta y =2x y responda los siguientes
incisos:

a) Determine la ecuacion de la recta que pasa por (0, 0) y (=2, 1).
b) Verifique con un transportador que las rectas dadas son perpendiculares.

c) Establezca la relacidon existente entre las pendientes de dichas rectas.
L J

S

a) La ecuacion de la recta que pasa por (0,0)y (—2, 1) es

y—0=—3=9 (x-0) Y
1 2
y=—%x y=—35X y=2x
b) La grafica de la derecha muestra que los angulos formados  (—2,1) 990” [/~ 90°
por las rectas y=2x y y= —%x son de 90°, es decir, R — (\ 0 - 2x
dichas rectas son perpendiculares. 900\_ 1‘"900
c) Las pendientes de y=2x vy y:—%x son m, =2y .
m,=— 17 respectivamente. De esta ultima igualdad se
tiene -3
__1__1
Mm,="2 7" m
Es decir,
m m,=—1.

1772

C

Las rectas y=m, x+n,, y=m,x+n, son perpendiculares si el producto de sus pendientes
es —1.

Es decir, m,.m,=—1

Ejemplo Calcule la pendiente de una recta perpendicular a la recta y = —6x+1.

La pendiente de y=—6x+1 es m, = —6. Si una recta con pendiente m, es perpendicular a
la dada, m, m,=—1, estoes (—6)m,=—1. Luego,
-1 _1
M= -6 6

Para cada recta calcule la pendiente de una recta perpendicular a esta:
a)y=—4x b) y=5x+1

¢) y= gx+1 d) 6x+y—1=0

$



Unidad 4: Geometria Analitica

Contenido 9: Distancia del origen a una recta del plano

Distancia del punto O(0, 0) a una recta y

Ladistanciadelpunto O(0,0)alarecta Ax+By+C=0
es la longitud del segmento OP siendo P un punto
de la recta de modo que OP es perpendicular a

P

Ax+By+C=0. N Ax+By+C=0
La distancia de (0, 0) alarecta Ax+By+C=0es  _ X
—0(0,0) -

L Icl l .
JAZ+B?"
Ejemplo Calcule la distancia del origen O(0, 0) a cada recta dada:
a) 3x+4y+15=0 b) 2x—y—-2=0

a) En 3x+4y+15=0, A=3, B=4, C=15, de modo que
151 _ 15

=314~ Jo+16 "
_ 15 _15 _ !
=55 3. m
Asi, la distancia de O(0, 0) a 3x+4y+15=0es 3. d= A*+DB?
3/ \4

b) Enelcasode 2x—y—2=0setiene A=2,B=-1,C=-2,
de modo que
2] _ 2 2

J2PH(—1F  Ja+1 /5

Se racionaliza el valor encontrado:

2 2(y5) _2/5
/5 J5(/5) 5
Zf

De manera que la distancia de O(0, 0) a 2x—y—2=0 es

d_

t

Calcule la distancia del origen O(0, 0) a cada recta dada:

a)4x+3y+5=0 b) x+2y+2=0
C) 6x+8y—-5=0 d) x+3y—-7=0
e) 5x+12y—13=0 f)2x+y=0

$



Seccion 2: La recta

Contenido 10: Comprobemos lo aprendido 2

t

Resuelva los siguientes ejercicios:

a) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por (0, 3) y tiene pendiente m=2.
b) Encuentre la pendiente de la recta que pasa por (1, 2) y (3, —1).

c) Encuentre la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (-2, 1) y (3, 4).

d) Escriba la ecuacion de la recta 3y =—2x+1 en la forma general Ax+By+C=0.

e) ¢Cual es la ecuacion de la recta que es perpendicular al eje x y que se encuentra a 5
unidades a la derecha del eje y?

f) Una recta dada pasa por (3, 1) y es paralela a y =2x—5. Encuentre la ecuacion de dicha
recta.

g) Determine la pendiente de una recta perpendicular a y = —3x+5.

h) Encuentre la distancia del origen (0, 0) a la recta 3x—2y+1=0.



Unidad 4: Geometria Analitica

| Desafio ’ e

Demostracién de la féormula para la distancia del origen a una recta

Cl
Demuestre que la distancia de 0(0,0) a la recta Ax+By+C=0es d = \/7 .
A%+ B?

Suponga que A y B son distintos de cero. Considérese P(x,,y,) el punto de dicha recta
que es extremo de OP . La pendiente de la recta que pasa por 0(0,0) y P(x,.y,) es

_»=0_»
X1_0 X1 °

m

La ecuacion Ax+By+C=0 se puede escribir como y:—%x—%, de modo que

la pendiente de esta es m, __ A Como estas rectas son perpendiculares, se tiene

b A
m,-m, = <%1><_F) =—1
es decir,
»_B
X1 A

Por laigualdad anterior, existe una constante k tal que
¥y,=kB, x,=kA. Las coordenadas de P satisfacen la
ecuacion de la recta, de modo que

Ax;+By+C=0
A(EA)+B(kB)+C=0
(A’*+B)E+C=0

C

K= A Be

La distancia de 0(0,0) a P(x,,y,) cumple que
d>=0P°=(xi—0F+(»—0)=x?+y7 =(kAY+(kBY = (A*+ B*)k°.

Si se sustituye la expresion para k en la igualdad anterior resulta

2 2 2\[| _ C 2: 2 2 C2 — C2
&= (A + B~ 7y ) =(A B (o iy = Az
Es decir,
. C?
d_A2+B2

Al aplicar raiz cuadrada en los miembros de la igualdad anterior se tiene
IC|
VA*+B?

—:::_

d:




Seccion 3: La circunferencia

Seccion 3: La circunferencia

Contenido 1: Ecuacién de la circunferencia con centro en el origen

Definicion

Circunferencia

Una circunferencia con centro C y radio r es el conjunto de todos los puntos P del plano
que equidistan de C, es decir CP = r.

P [ Determine la ecuacion de la circunferencia con centro el origen y radio 3. Grafiquela. J

S

La distancia del centro O(0,0) a un punto arbitrario
P(x, ¥) de la circunferencia es OP = 3. Por la férmula de la
distancia entre dos puntos se tiene

J(x—0¢+(y—0) =3,
es decir,
X?+3?=9

Luego, la ecuacion de la circunferencia es x2+3%?=9, y su
grafica se encuentra a la derecha.

La ecuacion de la circunferencia con centro en O(0, 0) y radio r es
X2+y?=r2
En este caso se dice que esta en la forma candnica.

Ejemp/o Encuentre el centroy el radio de la circunferencia x?>+y?=4 Ay
y grafiquela. 2
\\\
La ecuacion x?+y°=4 se reescribe en la forma candnica 2\ x
\ - ‘ >
X2+ y2 =22, 4 — 22 —2 0 2
de modo que esta circunferencia tiene centro en (0,0)
y radio r=2. —2
\/

1. Determine en cada caso la ecuacion de la circunferencia con centro en (0, 0) y radio dado.

a)r=1 b) r=4 c) r=43 d)r=7 e)r=5

2. Encuentre el centro y radio de cada circunferencia:
a) x?+y?=25 b) x?+3?=36 c)x?+y?*=5

3
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Contenido 2: Ecuacion de la circunferencia con centro C(k, k) y radio r

P [ Determine la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, 1) y radio 2, y grafiquela. ]

La distancia del centro C(2, 1) a un punto arbitrario P(x, y) A
de la circunferencia es CP = 2. Por la formula de la distancia
entre dos puntos se tiene
Vx—2P+(y—1) =2,
es decir, -
(x—27+(y—1)>=4. _q
Luego, la ecuacion de la circunferencia es \/
(x—2)2+(y—1)>=4.

C

La ecuacion de la circunferencia con centro C(h, k) y radio r es
(x—hP+@—kp="r
Esta se denomina forma ordinaria de la ecuacién de la circunferencia.

Ejemp/o /') Determine la ecuacion de la circunferencia con centro C(2, —1) y radio 1.

Las coordenadas del centro son h=2, k=—1 vy el radio es
r=1, de modo que la ecuacién de la circunferencia es

(x—2P+y—(= 1P =12
es decir,
(x—2%+(y+1)*=1.

t

Determine la ecuacion de cada circunferencia sabiendo que:
a) Su centro es C(3, 1) y radio r=2. b) Su centro es C(2, 2) y radio r=23.
c) Su centro es C(—2, 1) y radio r=1. d) Su centro es C(—1, —3) y radio r=5.

Ejemp/o 2] Encuentre el centro y el radio de la circunferencia (x—1)?+(y—2)?=5.

Se escribe (x—1)?+(y—2)?=5 en la forma ordinaria.
Cpr-2p= (/57 5= (/5]
de modo que el centro es C(1, 2) y radio r= /5.

t.

Encuentre el centro y el radio de cada circunferencia.
a) (x—2)*+(y—4)*=9 b) (x—2)°+(y+2)°=1

c) (x—32+(y+1)2=10 d) x2+(y—1)2=25

*



Seccion 3: La circunferencia

Contenido 3: Forma general de la ecuacién de una circunferencia

( A
P Dada la circunferencia con ecuacion (x—1)?+(y+2)>=6, efectie en cada inciso para
determinar la forma general de su ecuacion.

a) Desarrolle los cuadrados de los binomios del lado izquierdo.
b) Efectue la transposicién de 6 al lado izquierdo.

c) Reuna primero los términos de segundo grado, después los de primer grado y por
ultimo las constantes y reduzca las constantes presentes.

S

a) Dado que (x—1)2=x2-2x+1 y (y+2)2=32+4y+4, la ecuacion (x—1)%+(y+2)2=6 se

escribe como
Cuadrado de la suma y de la

x2—2x+1+y*+4y+4=06 diferencia de dos términos:
(x+a)y>=x*+2ax+a?

b) Se transpone 6 al lado izquierdo
(x—a)’*=x*—2ax+a?

x’—2x+1+y°+4y+4—-6=0

c) Se reunen los términos de segundo grado, de primer grado y las constantes:
xX*+y—2x+4y+1+4—-6=0
x*+y —2x+4y—1=0.

C

La ecuacion (x—h)?+(y—k)? =r? de una circunferencia puede escribirse como

x?+y*+Dx+Ey+F =0,

siendo D, E, F, constantes determinadas. A esta ecuacion se le denomina forma general de
la ecuacion de la circunferencia.

t

Determine la forma general de la ecuacion de cada circunferencia.
a) (x—12+(y+3)2=4
b) (x+2)*+(y—4)’=9
c) (x—2)+(y—2)*=3

d) (x—4)2+(y—5)2 =36

*
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Contenido 4: Transformacion de la forma general a la forma ordinaria de
la ecuacion de una circunferencia

( )
P Dada la circunferencia x?+3?—4x+2y—4 =0, responda a los siguientes incisos:
a) Determine su forma ordinaria.

b) A partir de lo obtenido en a), identifique las coordenadas del centro y la longitud del
radio.

a) Para encontrar la forma ordinaria de la circunferencia se siguen los siguientes pasos:
1. Se agrupan los términos en la misma variable y se transpone la constante dada al lado
derecho: (x?2—4x)+(y*+2y)=4
2. Se completan los cuadrados en los términos agrupados, sumando en ambos lados
el cuadrado de la mitad de los coeficientes de los términos de primer grado:

(x?—4x) + (*+2y) = 4
| }v—’\\ngrinomio cuadrado perfecto
I ] v x?+2ax+a?=(x+a)
(x2—4x+2%)  +  (P+2p+1%) = 4 +2% 4 12 x?—2ax+a’=(x—a)’

3. Se factorizan los trinomios que estan en paréntesis y se realizan las sumas indicadas
del lado derecho: (x—2P+(y+1)2=9

b) De la ecuacion del paso anterior se observa que
el centro de la circunferenciaes C(2, —1) y r=3.

Para obtener la forma ordinaria de la ecuacion de una circunferencia a partir de su forma
general x*+3?+Dx+Ey+F =0 se siguen los siguientes pasos:

1. Se agrupan los términos en la misma variable y se transpone la constante dada al lado
derecho.

2. Se completan los cuadrados en los términos agrupados, sumando en ambos lados el
cuadrado de la mitad del coeficiente de los términos de primer grado.

3. Sefactorizan los trinomios cuadrados perfectos del lado izquierdo y se efectian las sumas
indicadas del lado derecho.

La ecuacioén del paso 3. es la ecuacion ordinaria de la circunferencia en la que se identifican

el radio y las coordenadas del centro.

1. Determine la forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia dada por
x?+3?—4x+6y—12 =0 completando los recuadros en cada uno de los pasos siguientes:

a) (x2—4x)+(y2+6y):|:|
b) (—4x+[_ +(P+6y+[ =12+ ]+ ]
o) (k[ Jp+e+__ =[]

d) El centro tiene coordenadas ([ |,[ ) yelradioes| |

2. Determine la forma ordinaria para cada circunferencia:
a) x*+y*+2x—8y+13=0 b) x*+3°+4x—2y—-5=0

*



Seccion 3: La circunferencia

Contenido 5: Intersecciones de una circunferencia y una recta secante a esta

P [ Encuentre las intersecciones de la circunferencia x>+y?=>5y la recta y = 2x. ]
S
1. Las ecuaciones dadas forman el sistema yh
x’+y*=5 ) y=2x
{y =2x @ =
2. Alsustituir (2) en (1) se obtiene una ecuacion de segundo x2+32=5
grado la cual se resuelve a continuacion: B o
x2+(2x)*=5 S 0 B x
x2+4x?=5
5x2=5 1
x=1 N
x=—1,x=1 -~ Recta secante a wuna

A (>

circunferencia es aquella

que la interseca en dos
3. Se sustituyen los valores de x en (2): puntos.

Six=1, entonces y=(2)(1)=2.
Six=—1, entonces y=(2)(—1)=—-2.

4. Con los valores encontrados para x y y se forman los puntos (1, 2) y (—1, —2), los cuales
son las intersecciones de la circunferencia y la recta dada.

Obteniéndose 2 soluciones distintas.

Para determinar las intersecciones de una circunferencia y una recta secante a esta se

siguen los siguientes pasos:

1. Se agrupan las ecuaciones de la circunferencia y la recta formando un sistema de
ecuaciones.

2. Se sustituye la expresion para la recta en la ecuacion de la circunferencia, dando lugar
a una ecuacion de segundo grado, la cual se resuelve. (El hecho de que esta ecuacion
tenga dos soluciones reales distintas indica que efectivamente la recta es secante a la
circunferencia).

3. Se sustituyen las soluciones de la ecuacion de segundo grado del paso anterior en la
ecuacion de la recta para obtener los valores de y.

4. Con los valores encontrados para x y y se forman las intersecciones (x, y) de la
circunferencia y la recta secante dada.

Encuentre las intersecciones de cada circunferencia con la recta secante dada.

a) x2+3?=38, y=x
b) x2+3y?=20, y=2x
c) x?+y? =30, y=3x

*
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Contenido 6: Interseccidén de una circunferencia y una recta tangente a esta

P [ Determine la interseccion de la circunferencia x?+3y?>=2 y larecta y =x+2. J

S

1. Con las ecuaciones dadas se forma el sistema
X432 =2 )
{y=x+2 @
2. Al sustituir (2) en (1) se obtiene una ecuaciéon de segundo (=1.1)
grado la cual se debe resolver:
X2+ (x+2)2?=2

X’+x*+4x+4=2 Se desarrolla el cuadrado del binomio

2x%+4x+2=0 Se reducen términos

x?+2x+1=0  Se divide por 2 ambos lados

. . . o Lo
(x+1)2=0  Se factoriza el trinomio . Recta tangente a
" una circunferencia es
x+1=0  Se extrae raiz cuadrada aquella que la interseca
x=—1 Una Unica solucién en un unico punto.

3. Se sustituye en (2) el valor encontrado anteriormente.
Como x=—1, entonces y=—-1+2=1.

4. Con los valores anteriores se forma el punto (=1, 1), el cual es la interseccion de la
circunferencia y la recta dada.

Para determinar la interseccion de una circunferencia y una recta tangente a esta se siguen

los siguientes pasos:

1. Se agrupan las ecuaciones de la circunferencia y la recta formando un sistema de
ecuaciones.

2. Se sustituye la expresion para la recta en la ecuacion de la circunferencia, dando lugar a
una ecuacion de segundo grado, la cual se resuelve. (El hecho de que esta ecuacion tenga
una unica solucion indica que efectivamente la recta es tangente a la circunferencia).

3. Se sustituye la solucion de la ecuacion de segundo grado del paso anterior en la ecuacion
de la recta para obtener el valor de y.

4. Con los valores encontrados para x y y se forma el punto interseccidon (x, y) de la
circunferencia y la recta tangente dada.

Encuentre las intersecciones de cada circunferencia con la recta tangente dada:
a) x?+y3?=5, y=2x+5

b) x?+3?=2 y=-x+2

$
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Seccion 3: La circunferencia

Contenido 7: Comprobemos lo aprendido 3

. Determine en cada caso la ecuacion de la circunferencia con centro y radio dados.

a)C(0,0), r=8
b)C(2,3), r=5

c)C(-1, =3), r=4y7

. Encuentre el centro y el radio de cada circunferencia.

a) x>+3?=9

b) (x—1)?+(y—2)*=4

. Determine la ecuacién general de la circunferencia (x+1)?+(y+1)?>=6.

. Determine la forma ordinaria de la ecuacion de la circunferencia dada por

x?+3?+4x—2y—4 =0 completando los recuadros en cada uno de los pasos siguientes:
a) (x> +4x)+(*—2y)=[ |

b) (x2+ax+[ )+@2—2v+ D=4 +[ |+[]

o) (e[ P+o—[2=[]

d) El centro tiene coordenadas ([ |,[ |)yelradioes| |



Unidad 4: Geometria Analitica

5. Encuentre las intersecciones de la circunferencia x?+3?=9 y la recta secante que esta
dada por y =x—-3.

6. Encuentre las intersecciones de la circunferencia x?+y? =18 y la recta tangente que esta
dada por y =x+6.
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Unidad 5: Cénicas

Seccion 1: La parabola

Contenido 1: Parabola con foco en el eje x

i - e

Parabola es el conjunto de puntos P en un plano que equidistan de
un punto fijo F (foco) y una recta fija [ (directriz). En la figura de la
izquierda, los puntos P de la parabola deben cumplir que PF =PD,
donde D es el pie de la perpendicular a [ trazada desde P.

Ecuacion de la parabola con foco en el eje x

Se deduce la ecuacion de la parabola con foco F(p, 0) y directriz X==—p
en x = —p (p>0) de la siguiente manera: v

Si P(x,y) es un punto cualquiera de la parabola, entonces D(=p.»)
PD =PF, cuya expresion en coordenadas es

[V(x=(p)f+(y—y)] =[V(x—pF+(»—0Ff - O\ Fp,0) *

|

* P(x, v)

Reduciendo y elevando al cuadrado

(x+pf=(x—pf+y’
X°+2px+p°=x*—2px+p*+y° ‘

y*=4px
Elementos de la parabola y?> =4px, con p=0

1. Tiene foco F(p, 0) y directriz x =—p.

2. El eje de simetria es eje x.

3. El vértice es (0, 0).

4. Si p>0, la parabola se abre hacia la derecha y si p<0, la parabola se abre hacia la
izquierda.

@'emlnlo Determine en cada inciso la ecuacién de la parabola con los siguientes elementos:
a) Vértice en el origen, foco F(1,0)y directriz x=—1.
b) Vértice en el origen, foco F(—1,0) y directriz x=1.

a) Se sustituye p=1en  x=—1}y b) Se sustituye p=—1 Y1 i
la ecuacion y?=4px, en la ecuacion y?>=4px,
resultando resultando
¥ =(4)(1)x, £.0 ¥2=(4)(—1)x, FC1.9

entonces y?>=4x \\ entonces y?>= —4x /

Determine en cada inciso la ecuacion de la parabola con los elementos dados:

a) Foco F(2, 0) y directrizen x=—2 b) Foco F(3, 0) y directrizen x=—3
c) Foco F(—3, 0) y directrizen x=3 c) Foco F(—4, 0) y directrizen x=4

%



Seccion 1: La Parabola

Contenido 2: Parabola con foco en el eje y /
y
La parabola que tiene foco F(0,p) y directriz y = —p, p=#0, tiene Plx, y)
COMo ecuacion: F(, p)% ’
x?=4py. 0 x
De acuerdo con la figura, el eje de simetria de esta parabola es y=op Dlx, —p)
el eje y.
P Encuentre las ecuaciones de las parabolas con los siguientes elementos:

a) Vértice en el origen, foco F(0, 3) y directrizy = —3.

b) Vértice en el origen, foco F(0, —3) y directriz y = 3.

a) Como el foco F(0, 3) esta sobre el eje b) Como el foco F(0, —3) esta sobre el
y y la directriz es y=—3, entonces eje y y la directriz es y=3, entonces
la parabola correspondiente tiene la la parabola correspondiente tiene la
ecuacion x?>=4py, con p =3, es decir: ecuacion x>=4py, con p = — 3, es decir:

x*=(4)(3)y x*=(4)(=3)y
x2=12y x2=—12y
y“ yﬂ
30F(0’ 3) 3 y=3
- 5 — -

y=—3

Elementos de la parabola x?2=4py, con p+0:

1. Tiene foco F(0, p) y directriz y=—p.

2. El eje de simetria es eje y.

3. El vértice es (0,0).

4. Si p>0, la parabola se abre hacia arriba, y si p<0, la parabola se abre hacia abajo.

Determine en cada inciso la ecuacion de la parabola con los elementos dados:
a) Foco F(0, 2) y directrizy = —2 b) Foco F(0, —2) y directrizy = 2
c) Foco F(0, 4) y directrizy = —4 d) Foco F(0, —4) y directrizy =4




Unidad 5: Cénicas

Contenido 3: Elementos de la parabola

P Encuentre el vértice, eje de simetria, foco y directriz de cada parabola:

a) y*=8x b) x*=—4y
a) La parabola y* = 8x tiene vértice (0, 0). b) La parabola x*>=— 4y, tiene vértice (0, 0).
Se utiliza la ecuaciéon 3> =4px para Se utiliza la ecuacién x*=4py para
encontrar p: encontrar p:
¥ =8x=(4)(2)x x*=—4y=(4)(-1)y

Entonces, p=2 Entonces, p= —1.

Por lo tanto, el eje de simetria de la parabola Por lo tanto, el eje de simetria es el eje y, el

es el eje x, el foco F(2, 0) y la directriz foco F(0, —1) y la directriz y=1, como se

Xx = —2, como se observa abajo. observa en la grafica de abajo.

vh
1 y=1
- >
—1
F(0, —1
\/
Resumen de propiedades de la parabola (p>0) :
Forma y? = 4px v =—4px x°=4py x*=—4py
xX=—p y y xX=p y“ vy
F
- F F 'a
Grafica |~——To[p X = o X 0
\

Vértice (0, 0) (0, 0) (0, 0) (0, 0)

Foco F(p, 0) F(=p, 0) F(, p) F(0, —p)
Directriz =—p X=p =—p yY=p

Encuentre el vértice, eje, foco, y directriz de las siguientes parabolas:

a) y*=4x b) x*=—8y




Seccion 1: La Parabola

Contenido 4: Puntos de interseccion de una parabola y una recta (1)

P [ Encuentre los puntos de interseccion de la recta y =—x + 3 con la pardbola x> =4y. J

S

Para determinar los puntos de interseccion de la recta
y =—Xx+3 con la parabola, se resuelve el sistema de

ecuaciones
y=—x+3
{x2 =4y
A continuacion se sustituye el valor de y en x* =4y,
x*=4(-x+3)
x?=—4x+12
xX’+4x—12=0

Se resuelve la ecuacion anterior por factorizacion y se obtiene:
(x+6)(x—2)=0, luego x=—6, x=2

Finalmente, en y =—x + 3, se sustituyen los valores encontrados,
Parax=—6, y=—(—-6)+3=9
Para x=2, y=—2+3=1

Por tanto, los puntos de interseccion son: (—6, 9) y (2, 1).

Los puntos de interseccion de una parabola x? =4py y unarecta y = mx + b, se encuentran
resolviendo el sistema de ecuaciones:
{y=mx+b

x> =4py

Encuentre los puntos de interseccién de:

a) Larecta y =3x—2 con la parabola x*=1y.

b) La recta y = 2x—9 con la parabola x*=—3y.

*



Unidad 5: Cénicas

Contenido 5: Puntos de interseccion de una parabola y una recta (2)

P [ Encuentre los puntos de interseccion de la recta y = x —2 con la parabola y*= x. ]

S

Para determinar los puntos de interseccion se
resuelve el sistema de ecuaciones:

y=x—2
{f=x

Se sustituye el valor de y en y*=x,
(x—2F=x
x’—4x+t4=x
x’—5x+4=0

Al resolver la ecuacion x?—5x +4 = 0 por factorizacién
se obtiene:

(x—1)(x—4)=0, luego x=1,x=4

Finalmente en y =x —2 se sustituyen los valores encontrados
Parax=1, y=1-2=-1
Parax=4, y=4—-2=2

Por tanto, los puntos de interseccién son: (1, —1) y (4, 2).

Los puntos de interseccion de una parabola y* = 4px y unarecta y = mx + b, se encuentran
resolviendo el sistema de ecuaciones

y=mx+b
{y2=4px

Encuentre los puntos de interseccién de:

a) Larecta y =x—3 con la pardbola y*=4x.

b) La recta y =2x-+4 con la parabola y*=—4x.

—_



Seccion 1: La Parabola

Contenido 6: Comprobemos lo aprendido 1

t

1. Determine la ecuacion de cada parabola con:

a) Foco F(4, 0) y directriz x = —4.
b) Foco F(5, 0) y directrizx=—5
c) Foco F(—5, 0) y directrizx =5
d) Foco F(—6, 0) y directrizx =6
e) Foco F(0, 1) y directrizy=—1
f) Foco F(0, 6) y directrizy=—6

g) Foco F(0, —3) y directriz y=3

2. Determine la ecuacion de cada parabola con:

a) Vértice V(0, 0) y directrizla rectay =4

b) Vértice V(0, 0) y directriz larectax=5

3. Encuentre el vértice, foco, eje y directriz de las siguientes parabolas:

a)y’=12x

b) x?= —16y

4. Encuentre los puntos de interseccion de:

a) Larecta y = x—3 con la pardbola x?= —4y

b) La recta y = —x+4 con la parabola y?=2x

—_



Unidad 5: Cénicas

Seccidén 2: La elipse

Contenido 1: Elipse con focos en el eje x

Definicisn

Elipse es el conjunto de todos los puntos P del plano
tales que la suma de las distancias de P a los dos puntos

fijos F, y F, (focos) es constante, es decir
E (0, b)
P ») PF,+PF,=2a, donde a>0
Vieao El punto medio del segmento V.V, se llama centro de la
S L V@0 elipse. El eje mayor es el segmento V.V, el eje menor

e es el segmento E.E,.

La ecuacion de la elipse con eje mayor en x y centro en
E,(0, —b) el origen (0, 0) es

v ——+§2—1,mmdea>b>o

(En la pagina 109 esta la demostracién de esta ecuacion.)

Elementos de la elipse —+ y2 =1, donde a>b>0
1. Tiene dos vértices V1 (a,0)yV, (—a, 0)ydos extremos E, (0, b) y E, (0, —b).

2. El eje mayor y el eje menor estan ubicados en los ejes x y y respectivamente, teniendo el
primero longitud 2a y el segundo longitud 2b.

3. El eje mayor contiene los dos focos F. (¢, 0) y F, (—¢, 0), con ¢>0.
4. Se dalarelacién ¢ =a®*—b* entre a, by c. Por tanto ¢ = va’—b°.

I:]'emp/o Determine la ecuacion de la elipse cuyos focos son F, (3, 0) y F, (=3, 0) y veértices
V. (5,0)yV,(=5,0).

Los focos y vértices estan ubicados en el eje x, entonces el eje mayor también esta ubicado
en este, observandose que c=3y a=>5.

Se sustituye a=5y c=3en c?=a?—b?y se tiene "
32=5°-p? E,(0, 4)

9=25-b* ////F*\\\\
b*=25-9 V(=50 F,(=3,0] F3,0)\Vi50
b* =16 ) 0 o
b=4, (b >0)

2 2 _
Por lo tanto, la ecuacién de la elipse es ;—5 + 13’—6 =1. E(0.~4)

\J

Determine la ecuacion de cada elipse, de acuerdo con los siguientes datos.
a) Focos F, (5,0) y F, (=5, 0), vértices V, (8,0) y V, (=8, 0).
b) Focos F, (2,0) y F, (—2,0), vertices V, (9,0)y V, (=9, 0).

—e—



Seccioén 2: La Elipse

Contenido 2: Elipse con focos en el eje y

La ecuacidén de la elipse con eje mayor sobre el eje y, y centro en el origen (0, 0) es:

2 y2
F+?: 1, donde a>b>0.

2 2
Elementos de la elipse %4’ % =1, donde a>b>0

1. Tiene dos veértices V, (0,a) y V, (0, —a)y dos extremos E, (b, 0) y E, (=5, 0).

2. El eje mayor y el eje menor estan ubicados en los ejes y y x respectivamente, teniendo el
primero longitud 2a y el segundo longitud 2b.

3. El eje mayor contiene los focos F, (0, ¢) y F, (0, —¢), con ¢>0.
4. Se dalarelacién ¢ =a®*—b” entre a, by c. Por tanto ¢ = va’—b°.

I::/'e’"PIO Determine la ecuacion de la elipse con focos F, (0, JT)y F, (0, — J7) y vértices
V,(0,4)yV,(0, —4).

Como los focos y vértices estan ubicados en el eje y, el eje
mayor esta sobre este eje.

De los focos se deduce que c¢= /7 y por los vértices que

a=4.
Se sustituye a=4y c= /7 en c?=a?—b?
(J7F =42t
7=16-0b?
b*=16—-7
b*=9
b=3, (b >0)

2 2
Por lo tanto, la ecuacion es % + 1y_6 =1.

Determine en cada inciso la ecuacion de la elipse con los datos dados.
a) Focos F, (0, 3) y F, (0, —3), vértices V, (0,4) y V, (0, —4).
b) Focos F, (0, 1) y F, (0, —1), vertices V. (0, 3) y V, (0, —3).

—_



Unidad 5: Cénicas

Contenido 3: Elementos de la elipse con focos en el eje x

P [Dada la ecuacion de la elipse 25 yT =1, encuentre su centro, focos, vértices y extremos. ]

S 2 2 2 2

< x Yy _ : X Yy _
La ecuacion o5 + 4 1se escribe enla forma 57 + 2 1,

ycomo 0 < 2 < 5, entonces a=5y b=2. %

Se utiliza la expresion ¢* = a’— b?, se tiene que:
c’=25-4=21
Por lo tanto, ¢ =21, (¢>0),

siendo los elementos de la elipse los siguientes:
Centro (0, 0)

Focos F, (/21,0) y F, (—/21, 0)

Veértices V, (5,0) y V, (-5,0)yextremos E, (0,2) y E, (0, —2)

ai
=Y

R

Para encontrar los elementos de una eIipse cuyos focos se encuentran en el eje x,
2

se identifican a y b a partir de la ecuacion —+ X =1, con a>b>0, calculandose después

¢ mediante la férmula ¢*= a*— b*. De esta forma se obtienen:

focos: F, (c,0) y F, (—c, 0), vértices: V, (a,0)y V, (—a, 0), extremos: E, (0, b) y E, (0, —b).

t

Encuentrezlos vértices, focos y extremos de las ellpses dadas por las ecuaciones siguientes:
2 y 2
a) gtz =1 b) 25 16_1

Ejemp/o Dada la ecuacion de la elipse 4x*+100y° =100, obtenga sus vértices, focos vy
extremos.

2 2
La ecuacion dada se transforma en la forma x_z +% = 1 dividiendo ambos lados por 100

4x> , 100»* 100 _
100 T 100 ~ 100 ©Sdecir 25” 1

2

de donde se obtiene 52 + 12 = 1,luego,a=5y b=1.

Utilizando la expresiéon ¢* = a’— b*, se tiene que:
c’=25—-1=24
Por lo tanto ¢ =424 =26, (¢>0).

Su centro es (0, 0), los focos F, (2/6,0) y F, (- 2,/6,0),
los vertices V, (5,0) y V, (=5, 0) y los extremos E, (0, 1) y E, (0, —1).

’ Encuentre vértices, focos y extremos de las elipses dadas por las siguientes ecuaciones:
a) 3x*+27y°=27 b) x*+9y°=36

—_



Seccioén 2: La Elipse

Contenido 4: Elementos de la elipse con focos en el eje y

2 2
P [Dada la ecuacion de la elipse xT+ 1% =1, encuentre su centro, focos, vértices y extremos. ]

S

2 2 2 2
La ecuacién x—+1y—6 =1 se escribe en la forma %Jr% =1,ycomo 0 < 2 < 4, entonces
a=4yb=2. oA,
Se utiliza la expresiéon ¢* = a*— b*, se tiene que 3
c’=16—-4=12

Por lo tanto ¢ =12 =24/3, (¢>0), siendo los elementos de la 3
elipse los siguientes:

Centro (0, 0)
Focos F, (0, 2y3)yF, (0, —2/3)
Vertices V. (0,4)y V, (0, —4) y extremos E, (2, 0) y E, (=2, 0). \

Para encontrar los elementos de una elipse cuyos focos se encuentran en el eje y,
2 2
se identifican a y b a partir de la ecuacion %—F% =1, cona>b>0, calculandose después

¢ mediante la férmula ¢* = a®*— b?, De esta forma se obtienen:
focos: F, (0, c)y F, (0, —c), vértices: V, (0,a)y V, (0, —a), extremos: E, (b, 0) y E, (—b, 0).

Ejemp/o Dada la ecuacién de la elipse 25x*+ 9y = 225, obtenga sus vértices, focos y extremos.

2

y

2
La ecuacién dada se transforma en la forma %+ i 1 dividiendo ambos lados por 225

25x* . 9y* 225 N T
225 T 25 = 295+ €sdecir g+ 55 =1,

2

2
de donde se obtiene %+% =1.Luego, a=5y b=3

Utilizando la expresién ¢* = a’— b?, se tiene que
c’=25-9=16
Por lo tanto ¢ =416 =4, (¢>0).

En conclusién, su centro es (0, 0), los focos F, (0, 4) y F, (0, —4), vértices V, (0,5) y V, (0, —5)
y extremos E, (3,0)y E, (-3, 0).

Encuentre vértices, focos y extremos de las elipses dadas por las siguientes ecuaciones:

2 2 2 2
a) G +3g =1 b) 5 +4g =1 c) 9x?+4y? = 36

—Q_



Unidad 5: Cénicas

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 2

t

1. Determine en cada inciso la ecuacién de la elipse con los elementos dados:

a)Focos F, (1,0) y F, (-1, 0), vértices V. (3,0) y V,(-3,0)
b) Focos F, (3,0) y F, (-3, 0), vértices V. (4,0) y V,(—4,0)
c)Focos F, (0,2) y F, (0, —2), vertices V, (0,5) y V, (0, —5)

d) Focos F, (0, 5) y F, (0, —5), vértices V, (0,7) y V, (0, —7)

2. Encuentre vértices, focos y extremos a partir de la ecuacion dada para cada elipse

X2, ¥V
a) 95 T3 =1

2
b) 15+ =1

-_—

c) 3x*+4y* =48

d) 4x*+16y°=64

g) 2x*+9y* =18



Seccioén 2: La Elipse

| Desafio ’ e

2 2
Demostracién de la ecuacion de la elipse x_ b2 =1 dondea>b>0
Definicion
A Elipse es el conjunto de todos los puntos P del plano tales
Y . . -
que la suma de las distancias de P a los dos puntos fijos
~ F, yF, (focos) es constante, es decir
Vica0 / '-‘ PF,+PF,= 2a.
- Feo 0 El punto medio del segmento V.V, se llama centro de
la elipse y esta ubicado en el eje x. El eje mayor es el
E0,—b) segmento V.V, , y el eje menor es el segmento E E,.
v La ecuacion de la elipse con eje mayor en x y centro en el
origen (0, 0)es 2
2z +37 =1 donde a>b>0.
P { Demuestre que la ecuacién de la elipse —+‘Z— =1, donde a>b>0. ]

S

2 2
Sean F (c¢,0) y F,(—¢,0) los focos de la elipse %~ +7 =1, donde a>c¢>0.
Sea P(x,y) un punto cualquiera en la elipse. Por definicion de elipse
PF.+PF,=2a
Como PF, = J(x —cf+3* y PE=J(x+cf+»?

Jx—cPF+y¥+/(x—clP+3y" =2a

Se transpone /(x+c)f +3?
V(x—c)f+y* =2a—(x+cf+y’
Se eleva ambos lados al cuadrado y se efectuan las operaciones
(x—cF+y*=4a’—4a/(x+cf+y*+(x+cf+y?
4a/(x+cyV+3y*=4a*+4cx

a/(x+ecf+y’=a’*+cx

Se eleva ambos lados al cuadrado otra vez
a’(x+cy+a’y’=a'+2a’cx+c*x?
Se opera
(az_cz)xz_l_azyz — az(az_cz)
Se hace a’ — ¢ = by, se sustituye a?— b? por ¢?
b2x2+a2y2 = a?b?

2

Entonces x_ Z— =1

—_




Unidad 5: Cénicas

Seccion 3: La hipérbola

Contenido 1: Hipérbola con focos en el eje x

Hipérbola es el conjunto de todos los puntos P del plano
con la propiedad de que el valor absoluto de la diferencia
de las distancias de P a los puntos fijos F, y F, (focos), es
constante, es decir, |PF,—PF,|=2a, donde a>0.

El punto medio del segmento que une a F, y F, se llama
centro O de la hipérbola, V, y V, son los vértices de esta.

La ecuacion de la hipérbola con centro en el origen (0, 0)
y focos ubicados en el eje x es:

x>y
?—F:1,dondea>0 y b>0.

(En la pagina 115 esta la demostracion de esta ecuacion)
P 2

Elementos de la Hipérbola % — % =1,dondea>0y b>0

1. Tiene dos focos F, (c, 0) y F, (—c, 0), donde ¢>0; dos veértices V, (a,0) y V, (—a, 0) y dos
extremos E. (0, b) y E, (0, —b). Los focos y vértices estan sobre el eje x.

2. Larelacion entre a, b y ¢ queda establecida con la expresion ¢ = a*+ b*.

3. Tiene dos asintotas, determinadas por las ecuaciones y = %x y y :—%x.

EJ'emp/o Determine la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas, si tiene por focos F, (5, 0) y
F, (=5, 0)y vértices V, (4,0)y V, (-4, 0).

Dado que los focos y vértices estan en el eje x, la ecuacion de la hipérbola es de la forma
2

2
x_z_% = 1. De los focos se deduce que ¢ =5y por los vértices que a =4.

a
Se sustituye a=4yc=5en ¢*=a’*+ b*
5% =4%+ b?
25=16+b7
b*=25-16=9
b=3, (b>0)
Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola es %—%2 =1

Las asintotas son: y = %x y y=— %x

Determine para cada inciso la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas si tiene:
a) FocosF, (10,0) y F,(—10,0), vérticesV (6,0) y V,(-6,0).

b) Focos F, (vV5,0) y F,(—+5,0), vértices V. (1,0)y V, (-1, 0).

*



Seccioén 3: La Hipérbola

Contenido 2: Hipérbola con focos en el eje y

g ' Ecuacion de la hipérbola con centro en el origen (0, 0) y
U AR focos ubicados en el eje y

La ecuacion de la hipérbola con centro en el origen (0, 0) y
focos ubicados en el eje y es:

—bi [0) ib x
3 Y X
 —all N\l ?—F=1,donde a>0y b>0.
2 2
Elementos de la hipérbola% —% =1,donde a>0y b>0

1. Tiene dos focos F, (0, ¢) y F, (0, —¢), donde ¢>0; dos vértices V. (0,a)y V, (0, —a) y dos
extremos E, (b, 0) y E, (—b, 0). Los focos y vértices estan en el eje y.

2. Larelacion entre a, b y ¢ queda establecida con la expresion ¢? = a®+ b*.

3. Tiene dos asintotas, determinadas por las ecuaciones y = %x y y :—%x.

Ejemplo | Determine la ecuacién de la hipérbola y sus asintotas, si tiene por focos F, (0, 4) y
F, (0, —4)y vertices V_ (0, 3)y V, (0, —3).

Dado que los focos y vértices estan en el eje y, la ecuacion de la hipérbola es de la forma
2 2
y X

Py 1. De los focos se deduce que ¢ = 4 y por los vértices que a = 3.

Sustituyendoa=3yc=4en ¢*=a’+b*

4°=3+b°

16 =9+b°
b*°=16—-9=7
b=y7, (b>0)

2 2
Por lo tanto, la ecuacién de la hipérbola es % — x? =1

7

Las asintotas son: y = T3x y y= —T?x

Determine en cada inciso la ecuacion de la hipérbola y sus asintotas si tiene:
a) FocosF, (0,5) y F, (0, —5) y vertices V, (0,3) y V, (0, —3).
b) FocossonF, (0, y/8) y F, (0,— +/8) y vértices V, (0,2) y V, (0,—2).

*



Unidad 5: Cénicas

Contenido 3: Elementos de la hipérbola con focos en el eje x

2 2
? [Dada la ecuacion de la hipérbola ;—5 - yT =1, obtenga su centro, focos, vértices y extremos. ]

S :

2

X y

2

2y

La ecuacién f_T:1 se escribe enla forma %—7= 1,de donde a=5y b=2.

Se utiliza la expresion ¢*=a®*+ b*, se tiene que
c*=25+4=29.

Por lo tanto ¢ = v/29, (¢>0) siendo los elementos
de la hipérbola los siguientes:

Centro: (0, 0)

Focos: F, (v/29,0)yF, (— 29, 0)
Vertices: V, (5,0)y V, (—5,0)y extremos: E, (0, 2) y E, (0, —2).

Para encontrar los elementos de una hipérbola cuyos focos estan en el eje x, se identifican
2 2
a y b a partir de la ecuacion %—%= 1, calculandose después ¢ mediante la formula

c?=a’+b?, con ¢ > 0. De esta forma se obtienen:

Focos: F, (c,0) y F, (—c, 0), vértices: V, (a,0)y V, (—a, 0), extremos: E, (0, b) y E, (0, —b).

t.

Dada la ecuacién de la hipérbola obtenga sus vértices, focos y extremos.
2 2 2
) % - =1 o) 35 =1

Ejemp/o Dada la ecuacién de la hipérbola 9x*—4y°= 36, obtenga centro, vértices, focos y
extremos.

2 2
La ecuacion dada se transforma en la forma %—% = 1, dividiendo ambos lados por 36.
ox? 4y’ _ 36 N R A
36 36 36 esdecr g —g =1,

2 2
%_%:1, luego a=2y b=3.

de donde se obtiene
Utilizando la expresion ¢* = a®+ b?, se obtiene que:

c*=4+9=13,
por lo tanto ¢ = Y13, (¢>0).

Su centro es (0, 0), los focos F, (v13, 0) y F, (—+13, 0), vértices V, (2,0)y V, (—2, 0) y
extremos E, (0, 3) y E, (0, —3).

Dada las ecuaciones de las hipérbolas encuentre sus vértices, focos y extremos.
a) 4x*—y*=4 b) 9x*—16y* =144

*



Seccioén 3: La Hipérbola

Contenido 4: Elementos de la hipérbola con focos en el eje y

2
P [ Dada la ecuacion de la hipérbola y*— xT = 1, obtenga su centro, focos, vértices y extremos. ]

S :

2 2
La ecuacién y? _xT =1, sellevaalaforma :1’)—2—% =1, lo cual permite afirmar que a=1y

b=2. Se utiliza la expresion ¢* = a’+ b*, para obtener ¢, asi se tiene

c?=1+4=5, luego c¢=+5, (c>0) vA
Por tanto, los elementos de la hipérbola dada son: /5 5= —1x
Centro: (0, 0) L :
Focos: F, (0, V5)yF, (0, —/5) - — = ~
Vértices: V,(0, 1) y V, (0, —1) y extremos: E, (2, 0) y R yot
E, (—2,0). /5

y

Para encontrar los elementos de una hipérbola cuyos focos estan en el eje y, se identifican

2 2
a y b a partir de la ecuacion %—% =1, calculandose después ¢ mediante la férmula, con

¢ > 0. De esta forma se obtienen:
Focos: F, (0, ¢) y F, (0, —c), vértices: V, (0, a) y V, (0, —a), extremos: E, (b,0)y E, (—b, 0).

t.

Dada la ecuacion de la hipérbola obtenga sus vértices, focos y extremos.
2 2 2

a) g — 5 =1 b) 55 —x* =1

/::/'emp/o Dada la ecuacién de la hipérbola 25y*—4x* = 100, obtenga centro, vértices, focos y
extremos.
2 2
Para transformar la ecuacién dada a la forma %—% =1, se divide por 100 cada lado.
25y _ 4x* _ 100
100 100 100°

2 2 2 2
es decir yT — 5—5 =1, transformandose esta en % - % =1luego a=2y b=>5.

Utilizando la expresién ¢ = a?+ b?, se tiene ¢?=4+25=29 porlo tanto ¢ =429, (¢>0)
Su centro es (0, 0), focos F, (0, v29) y F, (0, —29), vértices V, (0, 2) y V, (0, —2) y
extremos E, (5, 0) y E, (=5, 0).

Dadas las ecuaciones de la hipérbola encuentre sus vértices, focos y extremos.
a) 9*—x*=9 b) 25y°—16x*= 400

#



Unidad 5: Cénicas

Contenido 5: Comprobemos lo aprendido 3

t.

1. Determine la ecuacion y asintotas de cada hipérbola con:

a) Focos F, (5,0)y F, (=5, 0), vertices V, (4,0) y V, (—4,0)
b) Focos F, (3,0)y F, (—3,0), vértices V, (1,0)y V, (—1,0)
c) Focos F, (0, 10) y F, (0, —10), vertices V. (0,6) y V, (0, —6)

d) Focos F, (0, 5) y F, (0, —5), vertices V. (0,2) y V, (0, —2)

2. Encuentre vértices, focos y extremos a partir de la ecuacion dada para cada hipérbola.

Xy
a) 16 9 ~ 1
2

c) 16x*—y»*=16

d) 4x*—36y° = 144

3. Encuentre vértices, focos y extremos a partir de la ecuacién dada para cada hipérbola.

¥y ox?
a) 76 ~ 25 ~ 1
2

d) 4y°—9x* = 36

*



Seccioén 3: La Hipérbola

| Desafio ’ e

2

2
Demostracién de la ecuacion de la hipérbola % — % = 1,dondea>0
yb>0
Definicion

La Hipérbola es el conjunto de todos los puntos P del plano con la propiedad de
que la diferencia de las distancias de P a los puntos fijos F, y F,, llamados focos, es
constante, es decir, |[PF,—PF,|=2a, donde a>0.

El punto medio del segmento que une a F, y F, se llama centro O de la hipérbola,
V. yV, son los vértices de esta.

La ecuacién de la hipérbola con centro en el origen (0, 0) y focos ubicados en el eje

X es:
2 2
%—%z 1, donde a>0 y b>0.
2 2
P { Demuestre que la ecuacién de la hipérbol %—% =1,dondea>0 y b>0. ]

2 2
Sean F (c, 0) y F,(—c, 0) los focos de la hipérbola %—% =1, donde c¢>a>0.
Sea P(x,y) un punto cualquiera en la hipérbola.

Por definicion de hipérbola  |PF; —PF; |=2a
PF1 - PFz - i 2(1

Gomo  PE=y(x—cFty y PR=/(xtcfiy
Entonces Jx—cP+y —J(x+clP+y*==%2a

Se transpone (x+c¢)f +3?

Jx—cPf+y*=/(x+cP+y £ 2a

#




Unidad 5: Cénicas

| Desafio ’

Se eleva ambos lados al cuadrado y se efectuan las operaciones

(x—c¢)*+3y*=(x+¢)?+3* + da/(x + P+ y* +4a?
—4a’—4cx =+ day/(x+cf+y?
a’*+ex=*ay(x+cf+y*
Se eleva al cuadrado otra vez
a‘+2a’cx+c*x?=a’*(x+c)+a’*y?

Se opera (¢*—a®)x’—a’y*=a’(c*—a?)

Se hace ¢ — a* = b* con c¢>a>0, se sustituye c?—a? por b?
b’x*—a’y*=a’b’

Entonces =55 =1




!

Técnicas de conteo
Probabilidades

Seccion 1
Seccidn 2

>
o
Q
'’
C
@)
U
)
e
n
(4°)
B
C
T
—

Vg
L
©O
S
.9
O
©
O
O
S
o

Unidad 6




Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Seccion 1: Técnicas de conteo

Contenido 1: Diagrama de arbol

P Elias quiere disefar la caratula de un libro cuyo titulo puede ser de color azul o rojo y el
fondo verde, naranja, café o blanco. ; Cuantas combinaciones de colores posibles hay para
la caratula?

S

Una posible combinacion para la caratula es el titulo en azul y fondo verde. Todas las posibles
combinaciones se muestran en el siguiente diagrama:

Color de Titulo Color de Fondo Combinaciones de colores

Verde (V) A-V

Naranja (N) A-N
Azul (A)

Café (C) A-C

Blanco (B) A-B

Verde (V) R-V

Naranja (N) R-N
Rojo (R)

Café (C) R-C

Blanco (B) R-B

En conclusidn, se pueden realizar 8 combinaciones de colores para diseiar la caratula
del libro.

Un diagrama de arbol es un recurso grafico donde se muestran todas las posibles
combinaciones de una accion programada, las cuales pueden llevarse a cabo en un numero
finito de formas. Se coloca una “rama” por cada posibilidad.

Utilice un diagrama de arbol para resolver el siguiente problema:

Misael tiene una camisa azul y otra blanca y 3 corbatas de color amarillo, verde y café,
respectivamente.

¢, Cuantas formas de combinar una camisa y una corbata tiene Misael?

¢



Seccion 1: Técnicas de conteo

/::/'emp/o Se requiere la formacion de un solo numero de tres cifras con los digitos 1, 2, 3, sin

repeticion de alguno de estos, para abrir una cerradura de combinacion instalada en
una puerta. Encuentre el total de numeros de tres cifras que se deben formar si no se
conoce la combinacion correcta.

Si la primera cifra del numero fuese 1, la segunda cifra seria 2 o 3. Si escogemos el 2, la
tercera cifra es 3 obteniendo el arreglo 123. Pero si la segunda cifra fuese el numero 3, la
tercera cifra tendria que ser 2, es decir, formando el numero 132.

En el siguiente diagrama de arbol se muestran las 6 cifras posibles dentro de las cuales se
encuentra la combinacidn correcta para abrir la cerradura.

1ra cifra 2da cifra 3ra cifra Combinaciones

2———F— 3 123

1 <
33— 2 132
1—— 3 213

2 <
3—m— 1 231
1— 2 312

3 <
2 — 1 321

En conclusidn, el total de arreglos posibles es 6.

Resuelva la siguiente situacion utilizando un diagrama de arbol:
Rubén tiene 2 pantalones, 2 camisetas y 2 gorras, de colores azul y negro en cada caso.
¢, Cuantos trajes de un pantaldn, una camiseta y una gorra puede formar?



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 2: Principio del conteo de la suma

Determine los posibles pares de numeros cuya suma sea 6 0 9, que se pueden obtener al
lanzar 2 dados A y B.

S

A la derecha se muestran todos los B

resultados  posibles al lanzar dos | 1 2 3 4 S 6

dados, representados como pares. Asi,

(1, 2) indica que el dado A cae en 1y T 11 1(1,2)1(1,3)](1,4) [ (1,5) | (1,6)

el dado B muestra 2 en la cara superior. 2 lenlealesnlesnles|es

Hay 5 pares en los que la suma de los 3 1361)]321(6B,3)]|@3,4)](@3,5)](@,6)

valores que aparecen en las caras es 6.

Estos son: 4 1 (41)(4,2)](43)]|(44)|45)]406)
(5,1),(4,2),(3,3),(2,4) y (1,5). 5 1 (31)[(5.2)[(53)](54)](55)]|(56)

También, los pares cuyos componentes 6 7(6,1) (6,2) [ (6,3)] (6,4)|(6,5) | (6, 6)

suman 9 son 4: /

(6,3),(5,4), (4,5 vy (3,6). Suman 6 Suman 9

Se observa que los pares cuyos componentes suman 6 son diferentes de los que suman 9.
Luego, el numero de pares con componentes que suman 6 0 9 es

5+4=9.

C

Si la accion A se puede realizar de m formas distintas y la accion B se puede realizar de
n maneras distintas, y si las formas en las que puede ocurrir A son distintas de las de B,
entonces se puede realizar la accion A o B de m+n formas distintas.

E_jemp/o Un cierto tipo de repuesto de automovil se vende en 6 tiendas de Masaya y en 8 tiendas
de Granada. Diga en cuantas tiendas se puede comprar el repuesto.

Se define la situacion A: obtener el repuesto en Masaya, la cual puede ocurrir de 6 maneras,
y B: obtener el repuesto en Granada, que puede darse de 8 formas, entonces el nimero total
de tiendas en las que se puede obtener el repuesto es

6+8=14.

Utilice el principio de conteo de la suma para resolver los siguientes ejercicios:

a) Sise lanzan dos dados, determine el numero de casos posibles en los que la suma de los
numeros de las caras es 7 u 11.

b) Un grupo escolar formado por 12 nifas y 14 nifios desean elegir su presidente.
¢ De cuantas maneras pueden hacer la eleccion?

c) Los grupos de décimo A y décimo B de un determinado Instituto constan de 43 y 38
alumnos respectivamente. ;De cuantas maneras puede seleccionarse un estudiante de
décimo A o de décimo B?

—_



Seccion 1: Técnicas de conteo

Contenido 3: Principio de conteo de la multiplicaciéon

P [ ¢ De cuantas maneras se puede escoger una vocal y una consonante de la palabra “canto”? J

La palabra “canto” tiene las vocales: a y o, y las consonantes ¢, n y ¢, es decir hay dos
posibilidades de escoger una vocal:

a
< - Vocal Consonante  Arreglos
S~
(] = =

«/?‘b/s

C a-c

Después de haber seleccionado una vocal, hay a n a-n
tres posibilidades de escoger una consonante: t a-t
C C 0o-¢C

(0] n o-n

t t o-t

El diagrama de arbol de la derecha muestra las 6 maneras de escoger primero una vocal
y después una consonante. Este numero coincide con el producto del numero de formas
de obtener una vocal (2) y el numero de formas de obtener una consonante (3), es decir,

(numero de formas de escoger vocal) (numero de formas de escoger consonante) = (2)(3)=6.

Si un suceso o evento A puede ocurrir de m maneras, y luego otro suceso B puede ocurrir
de n maneras, entonces el total de formas en que ambos pueden ocurrir es mn.

Sisetienen 3omassucesos, el numero de formas en que estos pueden ocurrir simultaneamente
es el producto de las formas de ocurrencia de cada uno.

Ejemlplo Una heladeria ofrece cono de sorbete con un solo sabor entre fresa, vainilla y chocolate
y un unico bafio que puede ser caramelo o mani. Si Luis quiere comprar un cono de
sorbete, ¢ de cuantas maneras puede combinar sabores y bafios?

Luis tiene 3 formas de elegir el sabor y 2 para escoger el bafio del helado, de modo que
cuenta con

(3)(2)=6
formas de escoger sabores y bafos.

Utilice el principio de conteo de la multiplicacién para resolver los siguientes problemas:

a) Un menu del dia permite seleccionar un plato fuerte entre 5 y una bebida entre 3.
¢ De cuantas formas distintas se puede solicitar una comida y bebida?

b) En una fabrica de zapatos de Masaya se elaboran 8 estilos de zapatos de mujer en 6
numeraciones distintas. ¢ Qué cantidad debe comprar un comerciante para tener en su
negocio de todos los estilos y tamafios?

*



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 4: Factorial de un numero natural

4 4 4

Factorial de un numero natural
El factorial de un numero natural n, denotado por n!, se define como
n'=nn—1)(n—2)-(3)(2)1).
El simbolo n! se lee “n factorial”. En particular,
0'=0 y 1'=1

I::/'emplo Complete las casillas con los factoriales restantes:

11=1 2!'=(2)(1)=2 3= 4! = 5!=
Al calcular 3!, 4! y 5! se obtiene
31=(3)(2)(1)=6 41=(4)3)(2)(1)=24 5!=(5)(4)(3)(2)(1) = 120
De modo que la tabla completa es
11=1 2!=(2)(1)=2 3!'=6 41=24 5!=120
El Calcule 6! 'y 7!

P ¢ Cuales y cuantos numeros de tres cifras puede formar utilizando los digitos 1, 2 y 3?,
¢importa el lugar que ocupa cada cifra en los arreglos encontrados? Recuerde la escritura
de un numero de tres cifras en centenas, decenas y unidades: [C|D|U]|

S Arreglos que inician con 1: Arreglos que inician con 2: Arreglos que inician con 3:
123, 132 213, 231 312, 321

Se tienen 6 numeros de tres cifras, lo cual se verifica aplicando el principio de la multiplicacién:
Se puede ubicar cualquiera de los 3 digitos en la posicién de las centenas, ocupada esta
posicidn quedan 2 para las decenas, y luego de esto solamente 1 para las unidades:

Centenas Decenas Unidades

3oox 2 x = — 4 3)2)01)=6

El lugar que ocupa cada digito es importante porque se generan diferentes arreglos.

C

El total de arreglos que se pueden hacer con n elementos distintos, en los que importa el
orden, es n!.

a) ¢Cuantos y cuales arreglos pueden obtenerse con las letras de la palabra “paz”?

b) En una clase de danza participan 5 bailarines. ¢ De cuantas maneras pueden colocarse
en fila?

c) ¢De cuantas formas se puede confeccionar una bandera de 4 franjas de distinto color
cada una?

d) El duefio de una libreria desea exponer en un escaparate 6 banderines correspondientes
a 6 paises. ¢ De cuantas maneras puede hacerlo si los quiere colocar en fila?

*



Seccion 1: Técnicas de conteo

Contenido 5: Permutaciones

P ¢ Cuantos numeros de 3 cifras se pueden formar con los digitos 1, 2, 3, 4 y 5, si no se permite
la repeticion de estos?

S Se aplica el principio de la multiplicacion:

Centenas Decenas Unidades
5 digitos pueden ubicarse ——> 5 X 4 X 3 =60

Solo 4 pueden ubicarse / \ Solo 3 pueden ubicarse

Se pueden formar 60 numeros de tres cifras con los digitos dados. Cada numero que se
obtiene representa una permutacion de 3 digitos tomados de un total de 5. Luego, el numero
de arreglos es

sPs= (5)(4)(3) =60.

Se toman 3 factores

Una permutacion es un arreglo sin repeticiones de todos o parte de los elementos de un
conjunto para el cual importa el orden.
El numero de permutaciones de n objetos distintos tomando r a la vez es
LPr=nn—1)(n—2)(n—r+1
rfactores Cuandon=r,

. , ! _
También podemos calcular ,P. mediante ,P. = (nf—r), P, = n!

Ejemlp/o || Calcule &P;.

En este caso n=6, r=4. De modo que
«P,=(6)(5)(4)(3) =360.

Calcule P, P,y F.

Ejemp/o 2| Es necesario elegir al presidente, vicepresidente, secretario y vocal de un comité
sindical formado por 8 personas. ¢ De cuantas formas se puede efectuar esta eleccion
si cada miembro del comité puede ocupar solo un cargo?

Se debe hallar el numero de arreglos sin repeticion de 8 elementos tomados de a 4.
Es importante saber que cada cargo es ocupado por exactamente una de las ocho personas.
De modo que, siendo n=8y r=4 se tiene

«P,=(8)(7)(6)(5)=1680.
Luego, hay 1680 formas en que se puede efectuar la eleccion.

a) ¢ Cuantos arreglos de 3 letras se pueden formar con las letras S, A, M, K, si no se permite
la repeticidon de estas?

b) ¢De cuantas formas se puede confeccionar una bandera de 4 franjas de distintos colores
si se tiene telas de 5 colores distintos?

—_



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 6: Permutaciones circulares

P [ ¢ De cuantas formas distintas se pueden sentar 4 personas alrededor de una mesa circular? ]

S

Se denota por A, B, C, D las 4 personas. Una manera de que estas ocupen la mesa es

ya que en esta situacion no existe una primera o ultima posicion, solo interesa quién se
sienta a la “izquierda” y quién a la “derecha” de cada una de las personas. Por ejemplo, si se
fila A en una misma posicion, los 3 restantes pueden ubicarse de 3! =(3)(2)(1) = 6 maneras,
de modo que las formas distintas en las que pueden sentarse 4 personas son 6:

Noétese que el total de arreglos diferentes para ubicar 4 personas en forma circular es
6=(3)(2)(1)=3!'=(4=1)!
Es decir, (4—1)! =6. Total de personas

C

El nimero de permutaciones o arreglos circulares de n objetos distintos es igual a (n—1)!.

EJ'emp/o ¢ De cuantas maneras pueden sembrarse 6 arboles de distintas especies alrededor de
una rotonda de Managua?

Dado que los arreglos a formar son circulares, se calcula el numero de permutaciones
circulares con n=6:
(6—1)!=5!'=(5)(4)(3)(2)(1)=120.

En total se tienen 120 formas de sembrarse 6 arboles en torno a una rotonda de la capital.

Resuelva los siguientes problemas:

a) Una familia de 3 personas almuerza diariamente en una mesa circular. ;De cuantas
maneras diferentes se pueden sentar alrededor de la mesa?

b) Juan, Pedro, Jesus y Alberto se reunen a jugar domind, de cuantas maneras pueden
sentarse a la mesa de juego, si esta es de forma circular?

—e—



Seccion 1: Técnicas de conteo

Contenido 7: Combinaciones (1)

P Se tienen 4 fichas de colores: Azul , Rojo E , Verde E y Café ﬂ]]]]l]]] . ¢,Cuantos arreglos
diferentes se pueden realizar tomando tres de estas fichas?

Se observa que el orden en los arreglos a efectuar no es importante, ya que, por ejemplo, no
hay diferencia en los arreglos

EE y Azul—Verde—Rojo

Azul—Rojo—Verde

Tomando 3 de los colores dados, se tienen 3!=6 arreglos indistintos. Utilizando la notacion
Azul: A, Rojo: R, Verde: V y Café: C, se tiene que los arreglos diferentes son solamente 4:

ARV, AVC, ARC, RVC. Cada uno de estos tiene asociados 6 arreglos indistintos:

)

o | |[ARV -(DT»[ARV AVR RAV RVA VAR VRA]
Q o) !

5 =

8| |AVC = Z - (AVC _ACV__CAV__CVA _VAC VCAJ
5 e 3!

2 - 24 =P,
o

| |ARC = %?[ARC ACR RAC RCA CAR CRA)
o o| 3!

S <

Y1 RVC W[va RCV VRC VCR CRV CVR|
- 3!

Por lo anterior:
(4)(3') =24 =,P;.
Es decir,

3 4

Una combinacion es un arreglo, en el que no importa el orden, de r objetos seleccionados
sin repetir de entre n objetos distintos.

El nimero de combinaciones de n objetos distintos, tomando r a la vez, denotado por ,.C.,
esta dado por la férmula p

r!

nCr=

EJ'emln/o Calcule 5C;.

En este caso n=95, r=3. De modo que
P _ (5)(4)(3) _ 20

CTE T Eem 2 710
Calcule el total de combinaciones en cada caso:
a) 6C2 b) GC4 C) 7C4

¢



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 8: Combinaciones (2)

EJ'emlD/o / ¢, Cuantos comités distintos, integrados por 3 personas, se pueden formar a partir de un

grupo de 6 personas?

El orden de seleccion para formar un comité no es relevante. Luego, se debe calcular el
numero de combinaciones de 6 objetos, tomando 3 a la vez:

_ P _ (6)(5)(4) _ 120 _

G5 T30 T 6
Por tanto, se pueden formar 20 comités distintos a partir de un grupo de 6 personas.

20.

Resuelva los siguientes problemas:

a) Se han seleccionado 7 personas para distribuirles 4 premios. ;,De cuantas maneras puede
realizarse esta asignacion, si cada persona puede recibir un solo premio?

b) Una sefiora tiene 10 vestidos y en su viaje de vacaciones quiere llevar consigo 6 de ellos.
¢ De cuantas maneras puede seleccionarlos?

Ejemlp/o 2| ¢De cuantas maneras puede integrarse un concejo municipal formado por 3 hombres y

2 mujeres, si estos deben ser escogidos entre 6 hombres y 5 mujeres?

Se deben seleccionar 3 hombres de un total de 6, para ser miembros del concejo, lo cual se
puede efectuar de sC; formas. En el caso de las mujeres, se seleccionaran 2 de un total de
5, lo cual se puede efectuar de sC, formas.

Por el principio de la multiplicacién, el numero de formas que puede integrarse el concejo es:

P P (6)5)4) 5B)4) _
oG sG =31 o1 T (3)2)(1) T (@)

(20)(10) = 200.

/'

Formas de seleccionar hombre Formas de seleccionar mujer

En conclusién, se tienen 200 maneras de conformar el concejo.

Resuelva los siguientes problemas:

a) Enuna estanteria hay 6 libros diferentes de matematicas y 3 de fisica, también diferentes.
Si queremos seleccionar 2 de cada area, ¢ de cuantas maneras se puede hacer?

b) En una fiesta escolar hay 8 nifias y 10 nifios. ¢ De cuantas maneras se pueden escoger
de entre ellos 4 parejas de nifios y nifias para un baile?

—_



Seccion 1: Técnicas de conteo

Contenido 9: Combinaciones (3)

Anteriormente se encontré que el numero de combinaciones de r objetos seleccionados sin
repetir entre n objetos distintos es

o
G =0 ©
Pero se sabe que |
___n!
b= (n—r)!’ @
de modo que, al sustituir (2) en (1), se obtiene
n!
_(n=—r)! _ n
G T -t

Luego, el total de combinaciones de r objetos tomados de n, esta dado por

— n!
G = r'(n—r)!"
. . _ n! _JP
P [ Calcule ,C. utilizando las expresiones "C’_4r!(n—r)! y .C = - }

En este caso n=4, r=2, de modo que
o A _ @R _12_,
R 214=2)r T 2@)r) 2

CoiP_ (BB _12
L= = 2)1) T 2

Pero también

=06.

Con ambas formulas se obtiene 6 como resultado. Se observa que el calculo del total de

combinaciones se simplifica utilizando .C. = o

E1 n!

Encadaincisocalcule eltotal de combinaciones solicitado usandolas formulas . C, = An—r)
I & ’ '
y nCr - W .

a) .G b) sCo

Ejemplo Juan quiere regalar a Lucia 3 libros y elegirlos entre 6 que ella quiere leer. ;De cuantas
maneras puede escoger los tres libros?

Se debe calcular el total de combinaciones de los 6 libros tomando 3 a la vez, es decir:

c—_ 8 _(B)B)BNZ)NH) _120 _
TTUBM6-3) T (3)2)()(B)N2)(H) 6 '

De manera que Juan tiene 20 formas para elegir los libros a obsequiar.

Resuelva los siguientes problemas sobre combinaciones:
a) ¢ Cuantas opciones tiene Luis de escoger 2 asignaturas entre 6 optativas?

b) En un canal de televisién hay 7 presentadores de los cuales se deben escoger 3 para
conducir un determinado programa. ¢De cuantas formas distintas se puede hacer esta
escogencia?

¢



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 10: Permutaciones con repeticion

P Dos hermanos han decidido repartirse una propiedad que heredaron de su padre, para ello
sembraran en la linea divisoria arboles frutales en las siguientes cantidades: 2 de mango, 3
de aguacate y 2 de guayaba. s De cuantas maneras pueden plantarse los arboles?

En la ultima columna de la tabla adjunta aparece el numero de formas de colocar los arboles
de cada especie frutal en la linea divisoria:

Nro. de formas

Arbol | Cantidad
de colocarlos

De los 7 espacios para plantar los arboles se
Mango 2 o 2 — seleccionan 2 para los mangos; esto puede
hacerse de ;C,formas.

Aguacate 3 s(; <G Quedan 5 posiciones, de las cuales se
seleccionan 3 para los aguacates, de s(C;formas.

Quedan 2 espacios para las guayabas, que

2 —
Guayaba :C; < pueden ocuparse de ,C, formas.

Luego, aplicando el principio de la multiplicacion se tiene

7B -
7C2'5C3'2C2:2!5,!' ° 3121 -1 < ,,C,,—1
_ 7 _(DEE@E(2) _ 840 _ .o

S 2182 ()N 2)(1)(2)(1)  (2)(2)

En conclusién, existen 210 formas diferentes de plantar los 7 arboles.

El nimero de permutaciones diferentes de n objetos de los cuales un objeto aparece
n, veces, otro objeto aparece n, veces Yy asi sucesivamente es

n!
' en! e n!

siendo R =m1+ N+ ==+ ng.

I:]'emp/o ¢, Cuantas secuencias de 8 letras se pueden formar con las letras x, x, x, ¥, ¥, ¥, ¢, ¢?

La cantidad de letras a considerar es 8, de las cuales, 3 son de un tipo, 3 de otro y 2 de un
tercer tipo, de modo que el total de secuencias que se pueden formar es:

8! _ (8)(7)(6)5)(4)BN2)(T) _ 6720 _ ge
313121 (3)(2)(1)(3)(2)(1)(2)(1) 12 '

Resuelva los siguientes problemas:

a) ¢Cuantos numeros de 5 cifras se pueden formar en los cuales el 2 se repita 2 veces y el
3 aparezca 3 veces?

b) ¢De cuantas maneras se pueden alinear en un estante 2 libros de Matematicas, 2 de
Fisica y 3 de Historia si los libros de cada materia son iguales?

c) ¢Cuantas permutaciones diferentes se pueden formar utilizando las 8 letras de la palabra
PARALELA?

8



Seccion 1: Técnicas de conteo

Contenido 11: Comprobemos lo aprendido 1

t

Resuelva los siguientes problemas:

a) Utilice un diagrama de arbol para ilustrar todas las combinaciones posibles que pueden
obtenerse en el lanzamiento al aire de dos monedas.

b) A un estudiante de Arquitectura se le ha pedido como trabajo final de curso disefiar 4
planos de modelos de casa diferentes en 6 tamanos distintos, ¢cuantos planos debera
entregar?

c) ¢ Cuantos numeros de 6 cifras se pueden formar con los digitos 1, 2, 3,4, 5y 67

d) En una carrera compiten los caballos Emperador, Rocinante y Babieca. ;De cuantas
maneras pueden ser ocupados el primer y segundo lugar?

e) Una familia de 4 personas almuerza diariamente en una mesa circular. ;Es posible que
durante toda una semana se sienten de manera diferente?, ;por qué?

f) ¢Cuantos ramilletes distintos pueden venderse en una floristeria si esta cuenta con 6
variedades de flores y cada ramillete debe componerse de 4 variedades distintas?

g) En un estanque hay 15 patos y 8 gansos. 4 De cuantas maneras se pueden escoger 2
patos y 3 gansos?

h) Calcule el numero de comités que pueden formarse con 4 quimicos y 3 fisicos si cada
comité debe constar de 2 quimicos y 1 fisico.

i) ¢Cuantas permutaciones distintas pueden obtenerse conlasletras de la palabra INFINITO?



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Seccion 2: Probabilidades

Contenido 1: Definicidn de probabilidad tedrica

Definicisn

Espacio muestral y evento

Un espacio muestral E es un conjunto cuyos elementos son todos los resultados posibles de
un experimento dado. Un evento A es cualquier subconjunto (parte) del espacio muestral.

-
P En el lanzamiento de un dado no cargado se consideran los eventos
A: obtener un nimero impar y B: obtener un multiplo de 4

a) Exprese como conjuntos los eventos A, B y el espacio muestral E
asociado.

b) Encuentre las cardinalidades de los conjuntos.
c) ¢Qué es mas probable obtener: un numero impar o un multiplo de 4?7

> 6 ’}\

a) Los resultados posibles en el lanzamiento de un dado son 1, 2, 3, 4, 5, 6, de modo que
estos son los elementos del espacio muestral:
E={1,2,3,4,5, 6}
Los numeros impares incluidos en el espacio muestral son 1, 3, 5 y multiplo de 4 solo es
el mismo 4. Luego, estos eventos quedan definidos respectivamente por

A={1,3,5} y B={4}.

b) Hay 6 elementos en E, lo cual se representa
como n(E)=86.

Cardinalidad de conjuntos

n(E): es la cantidad de elementos de E
(Total de casos posibles)

n(A): cantidad de elementos de A
(Total de casos favorables)

Hay 3 elementos en A y 1 elemento en B, lo
cual se representa como n(A)=3y n(B)=1.

c) Existen mas casos favorables de ocurrencia de A que para B, luego, es mas probable
obtener un numero impar. Esto se puede aclarar mediante los cocientes que aparecen en
la ultima fila de la tabla siguiente:

)

A: obtener un B: obtener un 2

numero impar multiplo de 4 '
Casos favorables 3 1
Total de casos 6 6 [E] '
Cociente 3 1 P

: - &

El cociente para la ocurrencia de A es mayor que el de B, es

decir, es mas probable obtener un nimero impar que un |

multiplo de 4 en el lanzamiento de un dado.

—_




Seccion 2: Probabilidades

Definicién de probabilidad

Dado el espacio muestral E asociado a un experimento en el que todos los elementos tienen
la misma oportunidad de ocurrir, la probabilidad de que ocurra el evento A se denota por
P(A) y esta dada por la razén

P(A) = n(A) _ numero de resultados favorables
n(E) numero de resultados posibles -

Ejemlplo Una urna contiene 5 canicas blancas, 10 canicas verdes y 8 amarillas. Si se extrae una
canica, calcule la probabilidad de que sea verde.

El espacio muestral lo constituyen todas las canicas, de modo que este posee 5+10+8=23
elementos, es decir,

n(E)=23.
Se define el evento A: extraer una canica verde. Este consta de 10 casos favorables, de
modo que

n(A)=10.
Por tanto,

_n(A) _10

Es decir, la probabilidad de extraer una canica verde es %

Resuelva los siguientes problemas aplicando la definicion de probabilidad.

a) Enellanzamiento de un dado, ¢ qué es mas probable obtener: un numero par o un multiplo
de 3?

b) Una urna contiene 18 fichas marcadas cada una con un numero de 1 a 18. Si se extrae
una ficha, ¢ cual es la probabilidad de que esta muestre un multiplo de 77?

c) Un recipiente consta de 9 pelotas de golf blancas, 8 verdes y 3 anaranjadas. Si se
selecciona al azar una pelota del recipiente, ¢ cual es la probabilidad de que sea blanca?,
¢y de que una de estas sea verde?



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 2: Aplicaciones del concepto de probabilidad teérica

Ejemp/o / Calcu_le la probabilidad de que la suma de los numeros que aparecen en las caras
superiores de dos dados que se lanzan sea 7.

Los 36 pares del espacio muestral E de 1 2 3 4 5 6
este experimento se muestran en la tabla, 1 lanlaalasaalas|de
es decir, n(E) = 36 ’ ’ : , , ,

. 2 1 (21)1(22)](2,3)((2,4)|(2,5)] (2 6)
El evento definido como
3,3 3,4 3,5 3,6
A la suma de los resultados es 7 3 [GD]6G216E3)EA]E5)60)
consta de los 6 pares : 4 1(41)](4,2)1(4,3)|4,4)[(4,5)]|(46)
(6,1), (5,2), (4.3), 3,4), (2,5), (1.6). | 5 | (51)|(5,2)|(5,3)|(54)|(55)]| (5 6)
Asi, "(A)?:)Y 6 | 61)]6,2]|63)|®64]®65)]®6,6)
_nA)_ 6 _1 =
P(A)=7E)~36 "6 ™ Suman7

En conclusion, la probabilidad de obtener 7 como suma de los numeros de las caras en el
lanzamiento de dos dados es %

EjemP/o 2| calcule la probabilidad de obtener 2 escudos y un numero en el lanzamiento de tres
monedas (N representa numero en la moneda y E escudo).

El diagrama de la derecha revela los 8 posibles resultados del  Monedas 1ra 2da  3ra
experimento, de modo que el espacio muestral es

E
E={EEE, EEN, ENE, ENN, NEE, NEN, NNE, NNN}. B |
E
Asi, n(E)=8. <

El evento A: obtener 2 escudos y 1 numero, consta de los
resultados: EEN, ENE, NEE, de modo que n(A)=3.

E
Luego, N<E<N

Es decir, la probabilidad de obtener 2 escudos y 1 numero es %

Resuelva los siguientes problemas de aplicacion:

1. Si se lanzan dos dados, calcule la probabilidad de que:
a) Las dos caras de los dados tengan el mismo namero.
b) La suma de los numeros de las caras sea 8.

2. Se escoge una carta de una baraja de 52 cartas, ¢ cual es la probabilidad de seleccionar
un as?

3. Determine la probabilidad de obtener un escudo y dos veces numero en el lanzamiento de
3 monedas.

*
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Seccion 2: Probabilidades

Contenido 3: Probabilidad de la union de dos eventos

s

Si se lanza un dado, calcule la probabilidad para cada evento dado:

a) A: obtener un nimero par. :

b) B: obtener un mltiplo de 3. f La interseccion ANB de A y B es el conjunto
c) ANB: obtener un numero par y - de los elementos comunes de A y B.

multiplo de 3. La uniéon AUB es el conjunto de los elementos

d) AUB: obtener un nimero par o un comunes y no comunes de Ay B.

multiplo de 3.

El espacio muestral de este experimento es E={1, 2, 3, 4, 5, 6}. De manera que n(E)=6.

a) Los numeros pares en E son 2, 4, 6, de modo que A={2, 4, 6}, y por tanto n(A)=3.
Entonces, la probabilidad de obtener un numero par es

P(A)=g=7%.

b) Para el evento B: obtener un multiplo de 3, se tienen 2 casos favorables: 3 y 6, de modo
que B={3, 6} y por lo tanto n(B)=2. Luego,

P(B)=2=1.

c) Noétese que hay un resultado comun en los eventos Ay B,
que corresponde al evento: “numero par y multiplo de 3”,
esto es ANB={6}. Por lo cual

P(AﬂB)z%.

d) El diagrama de la derecha muestra que para el evento A UB: “obtener un nimero par o
un multiplo de 3” se tiene 4 casos favorables: 2, 3, 4 y 6, de modo que n(AUB) =4,

PAAUB)=g=2.

Observe que

P(A)+P(B)-P(A N B)=%+%—%—%—§=P(A UB)

es decir,

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Regla de la adicion (Probabilidad de la uniéon de dos eventos)

Dados dos eventos A y B cualesquiera,
P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(A N B).

$



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

/::/'emp/o Si de una baraja de 52 cartas se extrae una al azar, ¢ cual es la probabilidad de que
esta sea un as o diamante?

El espacio muestral consta de 52 cartas, de las cuales 4 son ases, 13 de diamantes (entre
estas hay una que es as de diamante), de modo que tenemos los siguientes eventos con sus
respectivas probabilidades:

A A A A
*

. 4 v * e
A seleccionar un as P(A)=++~
153? ¢ | V| & ®
B: seleccionar carta de diamante P(B)= By v v v v
Diamantes Corazones Tréboles Picas
A NB: seleccionar un as de diamante P(A N B) = 51—2
K K K K
De manera que para calcular la probabilidad del evento ? ? ? ?
A UB: seleccionar un as o diamante, se tiene: 10 10 10 10
P(A UB)=P(A)+P(B)—P(A N B) . . : .
_4 .13 1 _16_4 7 7 7 7
~ 52 52 52 52 13" g g g g
En conclusién, la probabilidad de seleccionar un as o 4 4 4 4
diamante es % g g g 3
As As As As

Resuelva los siguientes problemas:

a) Siselanza un dado, ¢ cudl es la probabilidad de obtener un niumero impar o un multiplo de
3?

b) Selanzan dos dados, ¢,cual es la probabilidad de obtener un 6 como suma de los resultados
de las caras o numeros iguales en estas?



Seccion 2: Probabilidades

Contenido 4: Eventos mutuamente excluyentes

P Para el experimento de lanzar un dado calcule la probabilidad de cada evento:
a) A: obtener un nimero par.
b) B: obtener un multiplo de 5.
c) AUB: obtener un numero par o un multiplo de 5.

El espacio muestral de este experimento es E={1, 2, 3, 4, 5, 6}, siendo n(E)=6.
a) Para el evento A: obtener un nimero par, se tienen los casos favorables 2, 4, 6, de modo
que A ={2, 4, 6}, y por tanto n(A)= 3. Asi,

P(A)=g=1.

b) Para el evento B: obtener un multiplo de 5, se tiene solo un caso favorable: 5, B={5} de

modo que n(B)=1. Luego,
P(B)=.

c) El diagrama de la derecha muestra que para el evento
A UB: obtener un nimero par o un multiplo de 5 (se han
coloreado ambos eventos) se tienen 4 casos favorables:
2,4,5y6,de modo que n(AUB) =4,

_4_2
P(AUB)=¢=%.

Se observa que P(A)+P(B) = %+% = % = % =P(A UB)

Notese que los eventos A y B no pueden ocurrir simultaneamente ya que el nimero en la

cara del dado no puede ser par y multiplo de 5 a la vez, esto es A N B=¢, siendo ¢ el

conjunto vacio.

Eventos mutuamente excluyentes

Dos eventos A y B son mutuamente excluyentes si no tienen elementos en comun, es decir
A N B = ¢, en este caso la ocurrencia de uno excluye la ocurrencia del otro (no ocurren de
forma simultanea).

Si dos eventos A y B son mutuamente excluyentes, entonces

P(A U B)=P(A)+P(B).

Resuelva los siguientes problemas:

a) Se tiene un libro de cada una de las materias: Matematica, Biologia, Quimica, Fisica y
Lengua y Literatura. Si se toma uno de ellos, ¢4 cual es la probabilidad de que este sea de
Matematica o de Fisica?

b) La probabilidad de que Juan asista a un bachillerato estatal es % y la de que asista a un
bachillerato privado es 17 Si Juan no puede asistir a ambos simultaneamente, 4,cual es
la probabilidad de asistir a uno u otro bachillerato?

c) Sise escoge una carta de una baraja de 52 cartas, ¢ cual es la probabilidad de escoger un
corazoén o un diamante?

d) Sise arrojan dos dados, encuentre la probabilidad de que la suma de los dos numeros de
las caras sea 5 u 11.

ﬂ_



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Contenido 5: Propiedades de las probabilidades

P Imagine que hace girar en sentido horario la aguja de la ruleta de la derecha .
Calcule la probabilidad de cada evento:
a) A: obtener un nimero entero.
b) B: obtener un niumero negativo.
c) C: obtener un multiplo de 5.

4»
o

El total de resultados posibles es 6. Para cada inciso tenemos:

a) En este caso el numero de casos favorables es 6, igual al numero de elementos del
espacio muestral, por lo cual:

P(A)=8 =1
b) Dado que en la ruleta no aparecen numeros negativos, hay 0 casos favorables a este
hecho y
P(B)=¢ =0

c) En la ruleta aparecen 2 multiplos de 5: 5y 10, de

manera que n(C) =2y su probabilidad es
_2_1
P(C)=5=3
Observe que 1 €S un numero no negativo y menor

El ndmero de [ F
elementos de un
evento cumple la n(E)

relacion:

0<n(A)<n@E). ®

que 1, por lo cual se puede decir que

0<P(C) <1 Al dividir (1) entre n(E) se tiene

0 (A) _ n(E)
w(E) = n(E) = n(E)"

es decir, 0 < P(A) < 1.

Propiedades de la Probabilidad

1. 0 < P(A) < 1, para cualquier evento A.

2. P(E)=1, en cuyo caso E (considerado un evento), se denomina evento seguro.

3. Denotando un evento imposible con ¢, se tiene que P(¢)=0.

4. P(AUB)=P(A)+P(B)—P(A N B), si A y B son mutuamente excluyentes, entonces
P(A UB)=P(A)+P(B).

(*) La propiedad 4. fue verificada en contenidos anteriores.

£

. En el experimento de lanzar un dado, verifique las propiedades de la probabilidad
calculando P(A), P(B), P(C) y P(AUB) para los eventos siguientes:
a) A: cae en numero positivo.
b) B: obtener un multiplo de 3.
c) C: cae en numero par o impar.

2. Si se elige al azar un numero natural del 1 al 10, calcule la probabilidad de cada evento:

a) A: obtener nimero par.
b) B: obtener niumero positivo.
c) C: obtener un nimero mayor que 15.

—_



Seccion 2: Probabilidades

Contenido 6: Probabilidad de un evento complementario

Definicion

Eventos complementarios ~FE

El complemento de un evento A, denotado por A, esta formado por
todos los elementos del espacio muestral asociado E, que no estan en

A. _
A

P Considere el lanzamiento de un dado y determine los elementos del espacio muestral que

no forman parte del evento A : obtener un multiplo de 3. ;Cual es la probabilidad del evento
conformado por dichos elementos?

El espacio muestral es E={1, 2, 3, 4, 5, 6}. El evento A: obtener un multiplo de 3, es
A ={3, 6}, de modo que los elementos del espacio muestral que no estan enAson 1, 2, 4
y 5.

Los elementos anteriores conforman el evento A ={1,2,4,5} definido por

A : no se obtiene un numero multiplo de 3.
Dado que A ={1, 2, 4, 5}, su probabilidad es

PA)=4=3.

Se observa que A y A no tienen elementos en comun, como se muestra en la grafica y su
union es el espacio muestral, de modo que si consideramos el evento A U A : obtener un
numero que sea multiplo de 3 o que no lo sea, este sera un evento seguro, y asi

P(AU A)=1 —E
P(A)+P(A)=1 4 2
P(A)=1-P(A).
B A
Con el resultado anterior, se puede calcular P(A)
1
P(A)=1-P(A)=1-% | >
_4_1_2 . .
33 Propiedades de eventos complementarios:
1. AU §= E
Los eventos A y A son complementarios. 2. ANA=¢

La probabilidad de A , complemento del evento A , esta dada por
P(A)=1-P(A)




Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Ejemln/o Si el experimento consiste en lanzar dos dados, calcule la probabilidad de cada evento:
a) A:la suma de los nimeros que aparecen en las caras es 10.
b) A :la suma de los niUmeros que aparecen en las caras no es 10.

a) A la derecha se muestran los
36 posibles resultados de este 1 2 3 4 5 6
experimento, es decir, n(E) = 36.

1 1,1)1(1,2)1(1,3)1(1,4) (1,5 | (1,6)

El evento A :la suma de los niumeros

2 2,1 1(2,2)1(2,3)1(2,4) (2,5 | (2,6)
que aparecen en las caras es 10,
tiene 3 casos favorables, coloreados 3 [ B1)[B2)]((33)](34)|(3,5)](3,6)
en la tabla, de modo que 4 @ @2 @3) @6 4)]|@5]|@e)
P(A)= 7 =15
36 12- S (5,1) 1(5,2) | (5,3) [ (5,4) | (5,5) | (5 6)
6

b) La probabilidad de A es

(6,1) 1 (6,2)](6,3)|(6,4)|(6,5) | (6,6)

1 1 N

Resuelva los siguientes problemas usando la relaciéon P(A )=1-P(A).
1. Para el lanzamiento de dos dados, calcule la probabilidad de cada evento:

a) A:la suma de los niumeros que aparecen en las caras es 5.

b) A :la suma de los nimeros que aparecen en las caras no es 5.

2. Suponga que tiene un pequefo texto formado por 80 palabras del espafiol, entre las
cuales estan 35 nombres y 45 verbos. Si se selecciona una palabra al azar, calcule la
probabilidad de:

a) A : escoger un verbo.

b) A : no escoger un verbo.

3. En una bolsa se tienen 7 bolas rojas, 9 azules y 4 verdes. Si se extrae una bola, calcule
la probabilidad de:

a) A:labola que se extrae es roja.

b) A :la bola que se extrae no es roja.

8



Seccion 2: Probabilidades

Contenido 7: Probabilidad de eventos independientes

( A
P Si de una baraja de 52 cartas, se extrae una de ellas, se coloca de nuevo en el paquete y
se toma una segunda carta. Se consideran los eventos A: se extrae un 7 y B: se extrae un
corazon rojo. Responda:
a) ¢ La ocurrencia de cualquiera de los eventos afecta o depende de la ocurrencia del otro?
b) Calcule P(A),P(B)y P(A N B).
c) Compare P(A N B)yP(A) - P(B).

S

a) El espacio muestral lo constituyen las 52 cartas de la baraja. Si, por ejemplo, en la primera
extraccion ocurriese el evento A, esto no afectaria que en la segunda extraccion se dé el
evento B, dado que la carta extraida se coloca de nuevo en la baraja. De igual forma se
tendra que la ocurrencia de B no ha de alterar o impedir la del evento A.

b) De las 52 cartas, 4 muestran el numero 7, 13 son de corazén rojo y entre estas hay
una que es 7 de corazoén de rojo, esto se ilustra en la figura de abajo, de modo que
A N B ={7de corazénrojo}, luego:
_4_1 _13_1 _1
P(A) =57 =73 PB)=5 =7 P(ANB)=53

c) Por lo obtenido en el inciso anterior:

P(A) - P(B)=(45)(7) A

—_ . . + @ + @ s @ (3 4 e 1.2 Y iXe [ et

52 R ] (A IR RIS R s AR
04 ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ || (=vy| | YA | v
_ P(A ﬂ B) v, Z € ¥, S 9 L 8 6, oy r 0, b
- A 2 (3 4 5 e Iz e 9 M @ Y@ & )

v AR MR RN R Yo .'%

Por tanto L SIS RIDSRIBONIESA] ESA IRSAIR S AR @ | o
o a A a A A A a A Y ‘a Ap | Tmba
v, Z € v, S 9 L 8, 6, oy r, v} b
m Y2 Yz @& 35 e Yl M e YA 3 @ (K )

P(ANB)=P(A):P(B) PR R SRRl [P R BRI T R R

- . * * * + ¢ L 2 **9 RS Fa¥ 4 o éﬁ
B ¥ * #| * ¥ + i" * “ * "‘ * i‘ * i* * ¥ * "‘ -’* ¢(TT T P
v, Z € v ) 9, L ) 6 oy r 0, b
0 Z (3 @ E E 7 e 9 i\ (3 @ )& )

M oo [[* e [T e [P e [P o e ([ [%es | [Poer | [Cer [0 | %22 | |° 2

‘ . . . ot o ' Ses

of|  el| el * vl v et ]| C Cell| *vel| * te|| * || Fve vol | Tmes
v, Z € v, S 9 L 8 6, oy r, y) b

C

Dos eventos A y B son independientes si la ocurrencia de uno no afecta la ocurrencia del
otro. En este caso se cumple que
P(ANB)=P(A)P(B).

Si A y B no son independientes, se dice que son dependientes.

—_



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

Ejemp/o En una cajita hay 3 fichas amarillas y 6 azules. ¢ Cual es la probabilidad de sacar dos
fichas amarillas si el experimento se hace con reposicién?

Se considera el evento A: la primera ficha extraida es amarilla, como hay 3 amarillas en la
bolsa, entonces n(A)=3 y su probabilidad es
3_1
P(A)=g=3
Se define ahora el evento B: la segunda ficha extraida es amarilla. Dado que el experimento
es con reposicion, la primera ficha extraida se deposita nuevamente en la cajita, asi, esta
sigue teniendo 3 fichas amarillas, de modo que

PB)=g=3

Los eventos A y B son independientes ya que se realiza reposicion de la ficha extraida,
entonces la probabilidad de A N B: la primera y la segunda fichas son amarillas es

v 0w =reh)-rw - (1)1 -3

Resuelva los siguientes ejercicios, identificando en cada caso eventos independientes:

a) Enuna bolsa hay 4 canicas rojas y 3 verdes. ¢ Cual es la probabilidad de que, al sacar dos
canicas con reposicion, estas sean rojas?

b) Si se lanzan dos monedas, ¢ cual es la probabilidad de obtener dos escudos?

c) En el lanzamiento de dos dados, uno después del otro, ¢,cual es la probabilidad de que en
el primer lanzamiento resulte 3 y en el segundo un numero impar?



Seccion 2: Probabilidades

Contenido 8: Probabilidad condicional

P [ Se lanza un par de dados. Calcule:
a) La probabilidad del evento A: la suma de los puntos es 6.

b) Dado el evento B: en uno de los dados aparece 2, calcule la probabilidad de A N B:
La suma de los puntos es 6 y en uno de los dados aparece 2.

c) La probabilidad de que solo en uno de los dados aparezca un 2, sabiendo que la suma
de los puntos es 6.

J

a) El evento definido como 1 2 3 4 5 6

A: la suma de los resultados es 6

1 1,1 1,2 1,3 1,4 1,5 1,6
esta definido por (11 (1,2 (1,3) | (1.4 (1,9) | (1,6)

(51) ] (5.2)[(5,3) | (54)|(55) ] (56)
A 3
(6,1) (6\,2)\(6, 3)|(6,4)](6,5) | (6,6)

Suman 6

2 2,1 1(2,2)1(2,3)1(2,4) | (2,5) | (2,6)
A={(51), (4, 2),(3,3),(2,4),(1,5)}
3 3,1 1(3,2)1(3,3)1(3,4)| (3,5 | (3,6)
Asi, n(A)=5Yy,
5 4 4,1) | (4,2)]|(4,3)|(4,4)| (4,5 | (4,6)
P(A) = ﬁ 5
6

b) El evento B: en uno de los dados aparece 2, queda definido como
B=1{(2,1), (1,2), (3,2), (2,3), (4,2), (2,4), (5,2), (2,5), (6,2), (2,6)}

el cual tiene 2 elementos en comun con A (coloreados anteriormente), de modo que para
elevento A N B setieneque n(ANB)=2y
_2 _1
c) En vista de que el evento A ha ocurrido, se reduce el espacio muestral para B. Es decir,
los casos posibles para B son ahora {(5,1),(4,2),(3,3),(2,4),(1,5)}, de los cuales hay 2
casos favorables: (4, 2), (2, 4).

Luego, la probabilidad de B, habiendo ocurrido el evento A es %

Se puede expresar esta situacion con la expresion siguiente

_P(ANB)
P(B/A)—W
En efecto:
2
_P(ANB)_36 _2 . 5 _[2)\/36)\_2
P(B/A)="pA) ‘5‘36*36‘(36)(?)—5
Es decir, 36
_n(ANB) _ P(ANB)
PB/A=""0R) = PA)

*



Unidad 6: Técnicas de Conteo y Probabilidades

C

Probabilidad condicional

La probabilidad del evento B, condicionado por la ocurrencia del evento A, denotada por
P(B /A), es
n(ANB) P(ANB)

n(A) — P(A)

P(A)>0yP(B /A) se lee: “la probabilidad de B dado A”.

P(B/A)=

Resuelva los siguientes ejercicios:
1. Se lanza un par de dados. Calcule:
a) La probabilidad de A: La suma de los puntos es 7.

b) Dado el evento B: En uno de los dados aparece 1, calcule la probabilidad de A N B:
La suma de los puntos es 7 y en uno de los dados aparece 1.

c) La probabilidad de que solo en uno de los dados aparezca un 1, sabiendo que
la suma de los puntos es 7.

2. Para un bus interurbano de la ruta Managua-Chinandega, la probabilidad de A: sale a
tiempo de su parada es de P(A) = % y de B: llegue a tiempo a su destino es de P(B) = %
ylade A N B:salgade su paraday llegue a tiempo a su destinoesde P(A N B)= %

Encuentre la probabilidad de que llegue a tiempo dado que salié a tiempo, es decir, P(B /A).
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Seccion 2: Probabilidades

Contenido 9: Comprobemos lo aprendido 2

1.

En una bolsa se tienen fichas enumeradas de 1 al 8. Si se extrae una de estas fichas al
azar, calcule la probabilidad de los eventos:

a) A: extraer un nimero par.
b) B: extraer un niumero impar.

c) C: extraer un multiplo de 4.

Se lanzan al aire tres monedas. Calcule la probabilidad de que salgan dos escudos (E) y
un numero (N).

En una urna hay 10 pelotas enumeradas del 1 al 10. Si se extrae una pelota al azar,
calcule la probabilidad de sacar un numero par o un multiplo de 3.

Se lanzan dos dados al aire y se anota la suma de los resultados obtenidos. Calcule la
probabilidad de:

a) A: se obtenga 7.
b) B: se obtenga 11.
c) AUB:lasumaes7u 11.

d) M : no se obtenga 9, usando la expresion P(M) =1—-P(M).

La probabilidad de que un hombre viva 20 afos es % y la de que su mujer viva 20 afos

es % calcule la probabilidad de que ambos vivan 20 afios.

Se lanza un par de dados. Calcule lo pedido en cada inciso:

a) La probabilidad de A: ambos dados muestran el mismo nimero.

b) Dado el evento B: la suma de los puntos es 4, calcule la probabilidad de A N B:
ambos dados muestran el mismo numero y la suma de los puntos es 4.

c) La probabilidad de que la suma de los puntos sea 4, sabiendo que ambos dados
muestran el mismo numero.



Solua:owéo

UNIDAD 1
Seccion 1 Contenido 1 (S1C1)

a) 3,6, 9,12,15,18,21, ...

b) 5,10,15,20, 25, 30, 35,40, ...
¢) 1,3,5,7,9,11,13,15, ...
d)-1,1,-1,1,-1,1,-1,1, ...

11111
e) L 5 2 o o o
223 45 6

f) 1,2,4,7,11,16,22, ...

S$1C2

E1

a)a,=2n b)a,=5n c)a,=n

E2

a)a, =3 b)a; =1 C)a, =1
a, =5 a, =4 a, =4
as = 7 as = 7 as = 9
a, =9 a, =10 a, =16
a5=11 a5=13 a5=25
Ao =21 a;o= 28 a,o = 100

S1C3

E1

a) 4,8,12,16,20, 24, ...

b) 10,20,30,40,50,60...

c) 100,200,300,400,500, ...

d) 0,—1,-2,—3,—4,—5, ...

e) 2,4,8,16,32,64,128,...

f) 3,4,6,9,13,18,24,...

E2

a)a,=3n b)a,=6n c)a,=-n

2 f) an=n+1

d)a,=n—-1¢€e)a,=n

n
E3
a)a;=—-1 b)a, =4 c)a, =0
a2=_2 a2=7 a2=—1
az; = -3 a; =10 az; = —2
a4=_4' a4=13 a4__3
a5=_5 a5=16 a5=_4
a15=_15 a9=28 [2PX0) =-19
1
d)alzE e)a;=—-1 f) a1 =1
1
a =z a, =1 a, =3
1
a3_§ a; =-—1 a; =7
a4—1—16 a, =1 a, =15
a5=3i2 as =-—1 as = 31
1 - _
a; m al()—l a7—127

S2C1

a)s5,7, 9,11,13,... d=
b) 7,10,13,16,19,... d=
c) 6,4,2,0,-2,... d=—2
d) —-1,-2,-3,-4,-5,—6,... d = —1
e) 10,8,6,4,2,0,... d =-2

f) 0,5,10,15,20,... d =5
S2C2

a)a, =4n+3; ag =27

b) a, =7n+6; ag =62
Cc)a,=4n—10; a9 = 26
d)a,=-2n+1;a,; =21
S2C3

E1

a)a, =6 b)a; =5 c) a; =15
E2

a)d=4 b)d=2 c)d=-3
S2C4

a)a, =6, d=2

b) a; =—-15, d=6

c)a, =11, d = -3

d)a, =-1, d=-1

S2C5

E1

a) 4,6,8,10,12,...

b) 12,15,18,21, 24,...

c) 975,31, ...

d) —2,—4,-6,-8,-10,—-12, ...
e) 30,40,50,60,70,80,90,...

f) 5,0,—5,—10,—15 — 20,...

E2

a)a, =6n-—1; as=29

b) a,, = 8n — 6; a; =50
C)a,=-3n+2; ag=-16

d) a, = —3n; a;; = —33
E3

a)a, =—4 b)a, =37

b) a; =170 d) a; =105

E4

a)d=6 b)d =3
c)d=-5 d)d=-

E5

a) a, =4, d=4

b) a; =-2, d=7
c) a; =—45 d=5
d) a; =-10, d = —

Paginas del LT: 1~ 16

S2C6

a) Sg = 51 b) Sy = 124
c)S,=-28  d)S,=—153
S2C7

a) S, = 81 b) S = 184
c)S;=-80 d)S,=-126
S2C8

E1

a)a6=20 b) a8=15
c) a; =16 d) ag =—18
E2

a) n =10, Sy, = 100
by n=8, Sg=108
c)n=7 S, =98

d) n =16, S;s = —136

S2C9
Se distribuiran en 9 filas.

S2C10

E1

a)S; =180  b) S, = 168
E2

a)S, =154  b) S, =115
C) 510 = 5 d) SG =-102
E3

a) as =18 b) ag = —33
C) ag =95 d) a;p = —34
E4

ayn=7,5,=70
b) n =8, Sg =240
E5
a) Se forman 8 filas.

b) Sg = 152, coloca 152 ladrillos en total.

S3C1

a) 3,6, 12,24,48,96,... r=2
b) 2,6,18,54,162,... r=3
c) 5,10,20,40, 80,... r=2
d) 32,16,8,4,2,... r=%
e) 1,3,9,27,81,243,... r=3
f) 1,-2,4,—8,16,... r=-2
S3C2

a) a, = 2", ag = 64

b) a, = (5)(2"Y),  a, =320
c) a, = (2)(4"™ D), as =512
d) a, = (-2)(3"1), a,=-54



S3C3

a)a, =3 b)a, =4 c) a; =5
Desafio

a)r=>5 b)yr=2 c) r=-2
S3C4

a)r=43, a; = t1
b)yr=42,a,=3

Desafio

a)r=2,a,=3 b)r=-3,a,=-2

S3C5
a) S; =42

c) Sy = —360

b) S5 = 248
d) s, =-3

S3C6

a)a, =3 b) a; =5

c)a; =-1 d) a; = -4

S3C7
E1

a) 1,4, 16,64,256,... r=4

b) 4,12,36,108,324,... r=3

c) —3,—6,—12,—24,-48,... r=2

1
d) -81,27,-9,3,-1, 3~

geen N = ——

O =

E2

a)a, =6"1, a, =216

b) a, = (5)(3"°1), as = 405

c) a, = (=7)(=2)""Y, ag =224
1

) ay=-16)(2)" @ =-7

E3

a) a; =8 b)a;=4 <c¢c)a,=-32

E4

a) r=—-2 b)r=2 c)r =143

ES

a) S3=21 b)S, =255 c)S; =63

E6

a) a, = 9 b)a1 =1 C)a1 =2

S4C1
E1

n
a)Z3k=3+6+9+---+3n
k=1

6
b)Zk2=12+22+32+42+52+62
k=1

7
c)22k=24+25+26+27
k=4

S4C3
a) 55

S4C4
E1
a) 55

E2
a) 180

$4C5
E1

n

a)

b) Zkz=9+16+25+36+-~+81+100

k=3
6

b) 204

15
b) Zz - (15)(2)
k=1
6 6
d 2> k+ ) k?
c) 465

c) 385

Solucionario

Paginas del LT: 17 ~ 41

b) 105 c) 245

6k=6+12+18+ -+ 61

c) ZZ"=4+8+16+32+64

a) Y k2 b)) @k+1) o) ) (-

k=2
E2
18 n
k=2 k=1
E3
$ 1
a)lOZk b)
k=1
E4
a)325 b) 80
d)y70 e) 15
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d) 0,04 -
)0.04 e 2
S1C2
a) a’ b) a®
e) a’b®>  f) a®h3
S1C3
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) 5 ) 16
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3 1 1
a)a b) o6 ) D3
1 b20
d) prl e) 210
E2 1 1
a) 8 b) = c) —
) ) 81 ) 27
1
c)—— €)1
) 1000 )
S1C5
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2t =16 2 =416 | raizcuartade
dieciséis
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32=9 3 =49 raiz cuadrada de
nueve
Menos tres es
iqual 7 clbi
(5= -1] 3= 427 | ot
veintisiete
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34 =81 3=1%81 | raizcuartade
ochenta y uno
S1C6
a) 3 b) -3 c)5
d) -3 e) 10 f) —10
S1C7
a) 2 b) 5 c)3 d)3 e) 2
S1C8
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1 1
a b d) = -
) 2 ) 2 c) 4 ) 3 e) 3
E2
a) 2 b) 3 c) 3
S1C9
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4 1 1 3
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E2
a) 512 b) 81 c)% d)1 e) 1
1 1
fy — ——— h) 100
) 64 9) 125 )
E3
a) 8 b) 9 c) 4 d) 2 e)2
E4
a)512 b) 81 c) 100 d) 3
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a) 1 b) 1
S2C1
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3 E(1,3)
_q 1 ’
C(-1, 3)2
B(—Z,% l
a1
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S2C2
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-5 —4 —3 —2 —1 1 2 3 4 X
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S2C4
E1 3 6 2 4 3 2
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E2
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o0 <0<

-3

S$2C5

a)x=2 b)x=2 c) ng

dyx=-5 e)x=3

S2C6

a)x=1 b)x=7 ¢c) x=3

d)x=9 e)x=3 f) x =5

S2C7

a) x=5 x=-1 b) x=3 x=-1

c) x=0, x=-1 d) x=-1
1

e)x=2,x=—§

S2C8

a) x=1 b)yx=0, x=1

S$2C9

E1
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5
5 3
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§)2x=% b)x:—%
dx=5 e)x=-5
flx =1 g)x =3
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c) x =4

UNIDAD 3
Seccion 1 Contenido 1 (S1C1)
E1

3,5
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3

z)c:rma ) 144 = 122 7=71 9 =132 L=3*5
ponencial 243
E‘;Z?ﬁmica log,,144=2 log, 7 = 1 [log; 9 = 2| log3%=*5
E2
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S1C4
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S1C5
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S1C7 1

3 5
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d) 0
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1
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S2C3

a) log,3 < log,5

S$2C4
a) log’s < log'3
2 2

1
b) log, 5 < log,2 < log,4

b) logis < logi4 < Iogll
3 3 3 4

S2C5
a) 9 b) 15 c) 4
S2C6
a)x=2 b) x =0 c)x=3
S2C7
a) 0,6020 b) 1,2552 c) 1,3801
d) 1,4313 e) 1,505 f) 1,5562
S2C8
E1
a)

N

1)
i (1’ O/./Lx
0 2 4

—_



1
a) log, 7< log, 3 <log, 5

1
b) logi=>logi2 > log16
39 3 3

E3

a) 1 b)
Y

d)x=6 e)

E4

a) 1,204 b)

UNIDAD 4

x=5 c) x=-5
x=5
1,9084 c) 1,6811

Seccién 1 Contenido 1 (S1C1)

E1
a) AB=4 b)
d)FH=5 )
E2

CD=5
RO =65

c) MF =7

AB+BC=3+12=15=AC

E2

a) P(9) b)
S$1C3

a) AB=5 b)
C)RS=5 d)

S1C4
a) P(54) b)

S1C5
E1

) (09
) ()

E2 (1,-2)

S1C6
E1

a) AB=3 D)
E2
a) P(7) b)

E3
a)PQ =5 b)

¢) HK = 3v1g d)
E4 P(7,-1)
E5 (7,-2)

O
~

o
—

P(5) c) P(30)

MQ = 2V5
FT =7

P(3,2)

PQ =17 c¢) MT =3

P(4) c) P(2)

FN =5
WU =5

Intercepto con eje

y:(0,2)
Pendiente:m = 2

Intercepto con eje
y:(0,4)
Pendiente:m = -3

Intercepto con eje

y:(0,0)
Pendiente:m =5

Intercepto con eje y:
(0,3)
Pendiente:m = —1

S2C2

E1

a) y=2x—-1 b)y=-3x+9
c) y=3

E2
a) y=—4x+15

S2C3
a)m=3

1
C)m=—§
S2C4
a)y=2x+7
c)y=5

s2C5

E1

a)2x+y—-3=0

b)x — 10 = 0
)2x+y—1=003x+5y—5=0

d)y—-2=0
E2

3 1
y=§x+§

Solucionario

Paginas del LT: 67 ~ 91

S2C6
E1
a)y=1 b) x =
c)x=-1 d) y=3
E2 y=3

S2C7

E1

a) No son paralelas  b) Si son paralelas

c) Si son paralelas

E2
a)y=—4x—-11

d) Si son paralelas

b)y=-2x-2
S2C8

a)m2=Z

c) my, = -2

S2C9
a)l

d) 7V10
10

S2C10
a)y=2x+3
o) _3 +11
Y=5rT
e)x=>5

1
93
S3C1
E1

a) x2+y?=1

o Nl -

d)2x+3y—1=0

fy=2x-5
hy Y13
13

b)x2 +y? =16
c) x2+y?=3
E2

a) €(0,0), r=5
c) €(0,0), r=v5

S3C2
E1

a)(x—32+@y-1*=4
b) x -2 +(y—2)*=9
c) (x+2)2+(y—-1*=1
d) x+ 12+ +3)2=25

E2
a) C(2,4),r =3 b) C(2,-2),r =1

c) c(3,-1),r =10 d)C(0,1),r=5

d) x2+y2=149

b) €(0,0), r =6

S3C3
a)x2+y?—2x+6y+6=0

b) x2+y2+4x—8y+11=0
c) x2+y?—4x—4y+5=0
d) x2+y?—-8x—10y+5=10

—ﬁ_



Solucionario
Paginas del LT: 92 ~ 113

S3C4 S1C5 S2C5
E1 a) (1,-2) y (9,6) E1
a) (x* —4x) + (y* +6y) =12 b) (—1,2) Y (—4, —4) a) T+ =1 b) T+L =1
2 2
D 4x+4)J:(1y2++46}+);9) sice O Lo1 4 E4Log
- E1 21 25 ) % 49
2 2 _
c) (x—2)>+(y+3)*=25 a) y> =16x  b) y?=20x E2
d) El Centro: (2,—3), el radio: 5 x? 2 2
) ( ) c) y2=—20x d)y?=—24x a)ﬁ-l_%:l b)%+y2=1
E2 ) x2=4y  f) x?=24y Vertice | (0,6),(0,—6) | (40),(—4,0)
a) (x+1)2+(y—4)2=4
) x? = —12y Foco  |(0,v11),(0,—V11) |(V15,0), (-V15,0)
b) (x+2)*+(y—-1*=10 Eo Extremos| (5,0),(=5,0) | (0,1),(0,—-1)
S3C5 a) x = —16y b) y? = —20x C) 3x%+ 4y?=48|d) 4x*+ 16y>=64
a) (2,2)y(=2,-2) E3 Vertice | (4,0),(=4,0) | (4,0),(—4,0)
b) (24)y (-2,—4) a)y? = 122 |b)x® = —16y | |2 | 20, (=20) | (2/30)(-2/30)
0) (V3,3V3)y (—V3,-3V3) Vértice ©.0) ©,0) Extremos|(0,23). 0.=2¥3) (0.2).(0.=2)
$3C6 Foco 3.0 ©.-9 SN P SO G|
a) (-2,1) b)1,1) Eje x y 416 16 ' 25
sS3C7 Directriz x = —3 y=4 \értice (0,4),(0,—4) (0,5),(0,-5)
Foco  |(0,2v3),(0,—2v3) | (0,3),(0,—3)
= E4 @,0), (4,0
a) x2 +y? = 64 a) (=6,—9) y (2,—1) b) (2,2)y (8,—4) Extremos| (2,0),(—2,0) ,0),(—4,0)
2 2
b) (x —2)2+ (y —3)2 =25 s2C1 g)2x* +9y* =18
2 .2 2 .2 Vertice (3,0),(=3,0)
c) (x+1)*+(y+3)2=7 oy Xy
JEHDTHO+I) a) 64 + 39 =1 1+77=1 Foco (\/7 0), (—V7,0)
E2 Extremos| (0,v2), (0,—V2)
a) €(0,0), r=3b) C(1,2), r=2 $2C2 (0.v2)
a) x?  y? x% y? L S3C1
E3 x2+y2+2x+2y—4=0 ERRT st9 7 2 yz_1 —ix ——ix
E4 . 36 64 - YT3% VT3
244 2_2y)=4 2
a) (X2+ x) + (y ZY) E1 b) x2_y7=1' y=2x, y=-2x
b) (x*+4x+4)+ (y*—-2y+1) X2 2 X2 y?
=4+4+1 a)?+y7=1 b)£+ﬁ=1 S3C2
2 2
) (x+2)*+(y-1*=9 Vértice | (3,0),(=3,0) | (5,0),(=50) | a) % - ’16—6 =1 y= %x, y= —%x
d) El centro: (-2, 1), el radio:3 Foco (V/5,0), (=V5,0)| (3,0),(=3,0) Vo
— b ] =X, = —
E5 (0-3) y (3,0) Extremos| (0,2),(0,—2) | (0,4),(0,—4) ) T T =L Y=% o y=x
E6 (—3,3) E2 S3C3
a)3x2+ 27y?=27| b)x*+9y?=36 | EI
UNIDAD 5 - Y Jx"+9y PR ")
Seccion 1 Contenido 1 (S1C1) Vertice E/3L0)' (—3\'/‘1) 5/6_'0)» (—39) a) 5 -7 =1|b) =-y2=1
Foco  |(2v2,0),2v2,0)((4V2, 0),(-4v2,0
a) y? = 8x b) y? = 12x - ( h )1)( : 1))( = 2))((0 N ) Ve | G.0).(3.0) | G0, (<5.0)
xtremos ) ) y 14y »
c) y2 =-12x d) y? =-16x Foco (V13,0), (—V13,0)|(V26,0),(—V26,0)
S1C2 S2C4 — — Extremos| (0,2),(0,—2) | (0,1),(0,—1)
a) x2 =8y b) x? = —8y A +=1/b) T +2 =1 E2
c) x? =16 d) x2 = —16 (0,6),(0,—6) | (0,7),(0,—7 8)4x” — y* = 4|p)9x*~16y" =144
g g ‘F’e”'ce 0. (0.76) ;_’( ' Jl Vértice | (1,0),(~1,0) | (4,0),(—4,0)
— 0,2v10),(0,-2v10
s1C3 e (0;?&01330@( 2 0>< S0 Foeo [(¥5,0).(-V5,0] (5,0).(=5,0)
a)y? = 4x b) x?2 = -8y xtremos| (3, )‘2(_ ’ )2 (,0),(=3,0) Extremos| (0,2),(0,—2) | (0,3),(0,-3)
Vértice (0,0) (0,0) c) 9x* +4y* =36 s3c4
Foco (1' 0) (0’ _2) Vértice (0. 3), (0, —3) =
Eje x y Foco (0' \/E), (U _\/g) y?  x? y2 )
Directriz | x= -1 y=2 Extremos| (2,0),(=2,0) A G- =10 Foxt=1
S1C4 Vertice | (0,3),(0,—-3) | (0,5),(0,-5)
a) (L) y(2,4) b) 3,-3)y (=9,-27) Foco  |(0,v13),(0,—V13) |(0,¥26), (0, V26
Extremos| (2,0),(—2,0) (1,0),(-1,0)

4



E2
a) 9y2 — x2 = 9[b)25y*—16x*=400
vertice | (0,1),(0,—1) | (0,4),(0,—4)
Foco (0,¥10), (0, —V10)| (0,v41), (0, —V41)
Extremos| (3,0),(—3,0) | (5,0),(-5,0)
S3C5
E1
x? y? 3 3
a) ———= = - = ——
) g~ =L y=z%n y=-gx
2
b) xz_%= 1, y=2V2x, y=-2V2x
y2  x? ~ 3 _ 3
) 36 64 y=7% y= X
yz x2 _ 2 _ 2
- = y=—=X, y=——x
R TR N TN
E2
X2 y? x2
a) — -~ = b) Z— _y2 =
)% )3g—r*=1
Vertice | (4,0),(—4,0) | (6,0),(—=6,0)
Foco (5,0),(=5,0) |(V37,0),(—V37,0)
Extremos| (0, 3), (0, —3) (0,1),(0,-1)
c)16x2— y2=16|d) 4x>—36y*=144
Vertice | (1,0),(=1,0) | (6,0),(=6,0)
Foco  |(v17,0), (—V17,0)|(2v10,0),(—2V10,0)
Extremos| (0,4), (0, —4) 0,2),(0,-2)
E3
y?  x2 2
a) X—— — = b I _x?%=
)T 2=t [P =1
Vértice (0,4),(0,—4) (0,7),(0,=7)
Foco  |(0,v41), (0, —V41) |(0,5V2),(0,—5v2)
Extremos| (5,0),(—5,0) (1,0),(-1,0)
c)25y%— x2=25| d)4y?—9x%=36
Vertice | (0,1),(0,—1) | (0,3),(0,—3)
Foco  |(0,v26), (0,—v26)| (0,v13), (0, —V13)
Extremos| (5,0),(—=5,0) | (2,0),(—2,0)
UNIDAD 6
Seccioén 1 Contenido 1 (S1C1)
E1
Camisas Corbatas

Azul

Amarillo
< Verde
Café

< Amarillo
Blanco < Verde
Café

6 juegos de 1 camisa y 1 corbata.

Pantalon Camiseta  Gorra
Ca <Ga
Gn
Pa < ol
Cn <Gn
Ga

C
< T
Pn G
Cn

G

n
a
n

8 trajes de 1 pantalén, 1 camiseta y 1 gorra.

—_

S1C2
a) 8
S1C3
a) (5)(3)=15

S1C4
E1

6! =720
E2
a) 6

S1C5

E1

P> =30

E2

a) Py =124
S1C6

a) B-1!=2
S1C7

a) (C, =15

S1C8
E1

a) ,C, =35

b) 26 c) 81

b) (8)(6) = 48

7! = 5040

b) 120 «¢) 24 d) 720

P, =120 gPs=6720
b) 5P, = 120

by(4—1)!=6

b) €, =15 c) ,C, =35

b) 10Ce = 210

E2

a) Cz+ 3C, =45  b)14Cy+ gC4 = 14700

S1C9
E1
a) 4C3 = 4’ b) 5C2 = 10
E2
a) (C, = 15 b).c; =35
S$1C10
a) 10 b) 210 c) 3360
S1C11
a) 1ramoneda 2da moneda
E
L o
E
N < N
b) 24 c) 720 d) 6
e) 6. Noes posible que se sienten de
manera diferente toda una
semana, porque el numero de los
dias de una semana es mayor
que 6.
fy 15 g) 5880 h)18 i) 3360
S2C1
a) Es mas probable obtener un
numero par.

b) Seleccionar multiplo de 7: %

c) Seleccionar pelota blanca: 290

Seleccionar pelota verde: %

Solucionario

Paginas del LT: 113 ~ 143

S2C2
E1

a) Resultados iguales, %

b)Resultados suman 8, %

4 1
E2 52 13

E3 3

[ee]

s2C3
a)P(AUB) =3 umuB)=%
s2ca
2

a)-

9 1 1
s b)ﬁ C)E d) P(AUB)=E

S2C5

E1

a) P(A) =1

c) P(AUB) =1
E2

a)P(4) =5
S2C6

E1

a) P(A) =;
E2

b) P(B) =% P(C) =1

b) P(B)=1 ¢)P(C) =0

b) P(A) =3

a) P =2 b P =L
E3
a) P =%  bPA) =3

13
20

S2C7

a) g b)%

1
C)E

S2C8
E1

a) P(4) = =

1
c by (AnB) =—

18
o) P(B/A) =3

E2

5
P(B/A) = 3

S2C9
E1

1
a) P(A)

1
=3 b)P(B):E

E2
EEN,ENE,NEE — %

E3 P(AUB) =%
E4
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