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PRESENTACION

El Gobierno de Reconciliacién y Unidad Nacional, a través del Ministerio de Educacion (MINED),
entrega a docentes y estudiantes de Educacion Secundaria a Distancia en el Campo, el Modulo
Autoformativo de Matematica de 10° Grado el cual ha sido elaborado con el préposito de
fortalecer los procesos centrados en el aprendizaje de las y los estudiantes y los valores de la
cultura campesina.

El modulo es un instrumento de trabajo independiente para el estudiante, con actividades de
iniciacion, desarrollo y consolidacion, que permitiran alcanzar los indicadores de logro en cada
una de las disciplinas asignadas.

Las diversas actividades que se orientan en el modulo contribuyen a promover el autoestudio,
el autocontrol, la autoevaluacion y el “aprender a aprender, emprender, prosperar” en la que el
estudiante aplique los conocimientos, habilidades, actitudes y valores adquiridos a través de
su formacion y que sea capaz de enfrentar los nuevos desafios que se le presentan.

El médulo contiene informacion diversificada que propiciara en las y los educandos
empoderarse y consolidar sus conocimientos, lo cual evidentemente servira como instrumento
didactico muy valioso que le facilitara valorar, corregir y perfeccionar sus habilidades, respetando
la cultura campesina de trabajar y estudiar, a fin de que se sienta miembro fundamental de su
comunidad.

Este documento es propiedad social, por tanto debe cuidarse pora que también le sea de
provecho a otros estudiantes, razon por la que le sugerimos lo forre, evite mancharlo, ensuciarlo,
romperlo o deshojarlo. Esa sera su contribucidn desinteresada y solidaria con los proximos
educandos que utilizaran este médulo.

Ministerio de Educacion



INTRODUCCION

Apreciables ninas, nifos y adolecentes:

En la unidad 1, iniciamos, retomando los sistemas de 2x2, el concepto, y su solucién. También
se representan graficamente, un sistema de 2x2, en los casos de un sistema compatible e
incompatible.

Estudiamos la solucion de sistemas 2x2, solamente por el método de reduccion. Resolvemos
los problemas cotidianos de aplicacion, a fin de revisar la solucion de sistemas lineales.

Al final se estudia la regla de Sarrus, que a la vez se utiliza para resolver sistemas de 3x3,
utilizando la regla de Cramer.

Al finalizar cada tema, hay una lista de ejercicios que se deben resolver a fin de apropiarse del
conocimiento previo. En cada unidad se hace referencia a los ejes transversales orientados
por el MINED.

La segunda unidad se comienza por distinguir la igualdad de la desigualdad, se continua luego
estudiando los conceptos de intervalo y de inecuacion, mostrando de esta forma la similitud
que existe entre uno y otro concepto.

Se continua estudiando las inecuaciones lineales, enfatizando en la representacion de la
respuesta, como una desigualdad y como un intervalo.

Se aplica el concepto de inecuacion, a problemas que encontramos en situaciones cotidianas.
Las soluciones de las inecuaciones cuadraticas, se hacen: utilizando primero factorizacion y
luego la formula cuadratica.

Teniendo en cuenta que la modalidad de estudio es por encuentros, se hacen aplicaciones
sencillas y nos apoyamos en ilustraciones y graficos a fin de facilitar la comprension del material.
Se comienza la unidad 3, recordando conceptos que el estudiante ha visto en cursos anteriores
y que ahora no los tiene presente.

Se rememoren los conceptos de Funcién, dominio, recorrido.

Antes de estudiar la funcidn exponencial, se retoman las propiedades de los exponentes,
similarmente, antes de estudiar la funcion logaritmica, se estudian los aspectos fundamentales
de las funciones inversas.

A lo largo de todo el texto se sugiere el trabajo con los compafieros, a fin de promover el
trabajo en equipo, la solidaridad y la creatividad en la solucion final de los ejercicios. Al final de
cada unidad aparece su correspondiente auto evaluacion.

En la unidad 4, se estudian 3 tipos de medidas angulares como son: la sexagesimal las
medidas angulares y las centesimal, aunque esta ultima no es parte del sistema internacional
de medidas.



Se aclaran luego los conceptos de angulo en posicion normal estandar, angulo cuadrantal,
angulo co — terminal y angulo de referencia, de esta manera, el lector identificara sin problema,
cada situacion en la que se tratan los temas siguientes.

Al abordar las razones trigonométricas, se estudian particularmente, las correspondientes a los
angulos especificos de 30°, 45° y 60°.

Al resolver problemas de triangulos rectangulos, se procura que no tengan gran dificultad.

Cuando abordamos las funciones trigonométrica generales, presentamos, un circulo
trigonométrico, que puede facilitar el trabajo al lector.

Las ecuaciones trigonométricas se abordan con ejercicios que no tienen mayor dificultad.

Por ultimo se estudian la ley del seno y el coseno, aunque se estudian por separado, se
resuelven respectivamente los problemas de aplicacion.

Prafesorna
Maria 4ntonia Widence
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DESEMPENOS DE APRENDIZAJE

» Aplica los sistemas de ecuaciones lineales de tres variables, en la soluciéon de problemas,
con autonomia y seguridad, vinculados a su entorno rural.

» Aplica las funciones algebraicas y trascendentes en la resolucién de problemas de su
entorno.

» Interpreta las caracteristicas y propiedades de las funciones trigonométricas y los aplica
en triangulos rectangulos en la solucion de problemas.

* Aplica funciones trigopnométricas y sus propiedades en la demostracion de identidades y
la solucion de ecuaciones.

* Resuelve problemas de su entorno rural aplicando la ley senos y cosenos.
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La forma mas eficaz de aprovechar el espacio y
. crecer es la distribucién en espiral. Por eso las
flores y las hojas o ramas, crecen con formas
' en espiral, rotando sobre un eje y con el angulo
aureo o angulo de oro.

Detectar las formas Adureas es una aficion
apasionante, que puede llegar a obsesionar.
Por una parte la belleza que contiene es muy
atractiva. Por otra el misterio del calculo y la
cantidad de matematicas aplicadas a este estudio
es desbordante y me llama mucho la atencion.




MATEMATICA mmm

Indicador de logro: Resuelve sistemas de ecuaciones de tres variables
usando el método de reduccion en problemas propios de su entorno.

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES DE TRES
VARIABLES EN LA VIDA RURAL

Ecuaciones lineales con dos variables

Una ecuacién, es una relacion de igualdad que contiene variables y constantes. Ejemplos:

e ) ( ) ( )
3x-y=7 QD ax+by-c=0 Q) t+w—-w=1 Q)
Es una  ecuacion Es una  ecuacion Es una  ecuacion
con variables x e vy, con variables x e vy, con variables t y w,
constantes, 3,-1y 7. constantes a, b y cero, constante 1, — 1.
g J g J g J

Una expresiéon como 23 -5 =3, no es una ecuacion, no tiene variables. Es sencillamente una
expresion aritmética (igualdad).

Una ecuacion lineal en dos variables tiene la forma general ax + by + ¢ = 0; donde a, b, ¢
reprepresentan numeros reales y los tres no pueden ser iguales a cero a la misma vez.

/Mr/f Las ecuaciones 1 y 2, son lineales. La ecuacion 3, no es
- lineal ya que contiene variables con exponente 2.

Otros ejemplos de Ecuaciones lineales son:

a) 2x+3y—-2=0

b) 4x-9y+1=0

c) xty=12

3x—-y=7

~ . recibe el nombre de sistema de ecuaciones lineales con

Una expresion de la forma {5 y=8

dos variables.

Estos sistemas no siempre tienen solucion, cuando la tienen, ésta puede ser unica o pueden
ser infinitas.

» ElI nombre comun asignado a un sistema de 2 ecuaciones lineales con 2 variables, es;
sistema de 2x2.

» Un sistema de 3 ecuaciones lineales con 3 variables, es un sistema de 3x3.

2




I El adlgebra en la vida cotidiana

ax+by=c,
ax+by=c;’

valor correspondiente a la variable x y b, es el correspondiente a la variable y.

La solucion de un sistema de la forma es un par de valores (a; b), donde a, es el

Un sistema de ecuaciones lineales puede tener Sistema de ecuaciones
0 no, al menos una solucion, si tiene solucion, lineales

se dice que el sistema es consistente, si no !

tiene solucién, se dice que es inconsistente. 4

Consistentes Inconsistentes

o compatibles 0 incompatibles

Si la solucién es unica se dice que el sistema

ademas de ser consistente es independiente. | A |
Consistentes Consistentes -

Si tiene infinitas soluciones, entonces es | eindependientes y dependientes
consistente porque tiene al menos una | Solucién tnica Infinitas soluciones
solucion pero es dependiente.

6 Los graficos correspondientes a las ecuaciones lineales son
lineas rectas.

alx+b1y=c1 1

Consideremos el sistema { _ .
ax+ b2y =c, 2

Seaax+by=c,laecuacion de larecta ¢,
y ax+by=c,laecuacion dec¢,.
Sea P (x; y) el punto solucion del sistema.

Supongamos que al graficar cada recta del sistema, tenemos;

r N N )
Y ¢ y
P(x, y) =
——— " — l X
’/" 2 2 _S
Caso 1. Caso 2. Caso 3.

Las rectas se cortan en un Las rectas coinciden en todos Las rectas son paralelas.
punto P(x; y). Esto significa sus puntos. (esta una sobrela No tienen puntos en
que el sistema tiene una unica otra). El sistema tiene infinitas comun. El sistema no tiene
solucion. Es compatible y soluciones, es un sistema solucién. Es incompatible e
determinado. indeterminado. indeterminado.
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Analiza la teoria y resuelve con tus compafieros. Justifica tu respuesta.

I. Identifica cada ecuacion y justifica la razén de ser o no, lineal.

2 2

4) x+y—aa;b
5) §+%=6
X ¥_
6) 273 °

ll. Los graficos siguientes representan sistemas de ecuaciones, explica si son o no
lineales, si tienen o no solucién, que tipo de solucién.

o
7

1)

—
—— |

Solucion de un sistema lineal de 2x2

Estudiaremos ahora, el procedimiento a seguir, para averiguar si un par dado (a; b), es solucion
de un sistema lineal de 2x2.
Ejemplo 1

2u-3v=1

Comprueba que el par (2; 1), es solucion de Jutdv=10"

SOLUCION

Si el par (2; 1), es solucion del sistema, debe cumplirse que, al sustituir la variable u por 2 y la
variable v por 1, entonces, cada ecuacion del sistema se convierte en una igualdad.

4



I El adlgebra en la vida cotidiana

Para resolver:
1° Por comodidad, enumeramos cada una de las ecuaciones. (Esto facilita la comprension).

2° Sustituimos en el sistma la u por 2 y la v por 1 y observamos que el sistema se hace
verdadero.

2u—-3v=1 11 dol _
3yt dv=10 2 enumerando las ecuaciones.

22)-3(H=1 1 ,
{3(2) +4(1)=10 2 sustituyendo.

4-3=1 1 comprobado. El sistema se hace verdadero.
6+4=10 2

Luego, el par (2; 1), es solucién del sistema.

Ejemplo 2 .
6
9
10

Comprueba que el par (1; 2), es solucién de

SOLUCION

Si el par (1; 2), es solucion del sistema, debe cumplirse que, al sustituir la variable x por 1y la
variable y por 2, entonces, cada ecuacion del sistema se convierte en una igualdad.

X _Y__1g

2 3 6 enumerando las ecuaciones.
XL Y1,

2 3 10

1 2_ 14

? ; 16 sustituyendo x por 1 y y por 2.
2t5 710 2

1) Para eliminar los denominadores, multiplicamos 1 por 6 que es el minimo comun multiplo
de3y

2) También multiplicamos 2 por 10,que es el minimo comun multiplo de 2 y 5. De esta manera
tenemos.

6 _12__6 g

2 3 6 multiplicando q por 6 2 por 10.
_10,20__10 5

25 10
{34=11 | : iort identidad
_544-_102 as ecuaciones se convierten en identidades.

El par (1; 2) es solucién del sistema.
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Después de interpretar la teoria, razona con tu grupo de trabajo, la solucion.

. Escribe a la par de cada expresion, V o F, seguin esta sea verdadera o falsa.

1) En un sistema lineal, los exponentes de las variables pueden ser mayores que 1 |:|
2) La solucion de un sistema lineal 2x2, tiene la forma (a, b; ¢) |:|

3) La solucion de un sistema lineal es un par que satisface las dos ecuaciones |:|

4) En la ecuacion lineal, los coeficientes pueden ser niUmeros enteros o fraccionarios |:|

Il. Comprueba si el par (a; b) dado, es soluciéon de cada uno de los sistemas.

Resuelve en tu cuaderno

1) {2x+3y=3 2) {2X73y=71 3){X—2Y:2
3x +dy =4 (0, 1) X+ y= 2 (1,1 e+ y=—1 @D
4) < x+y=4 5) {2x+3y=—1 . 6) {4x—3y=—11 51
xiy=g 22 wiay—_2 C2D Wt y—_s 2D

7) {x+5y= 11 L0 8) {—x+ y=0 5, 5 19 {2x—3y=0 0.0
x— y=-1 (1,0) x—3y=4 -2, ) 3x+4y=0 ©,0)

Método de reduccion para resolver un sistema de 2x2

Existen varios métodos para resolver un sistema de ecuaciones lineales.

Aqui estudiaremos, el método de reduccién. Los pasos a seguir usando este meétodo, son los
siguientes:

1) Se amplifican las dos ecuaciones, multiplicandolas por los numeros que convengan, a fin
de eliminar una variable.

2) Se reducen las ecuaciones miembro a miembro para eliminar una de las variables.
3) Se resuelve la ecuacion resultante para encontrar el valor de una variable.

4) Elvalor obtenido se sustituye en una de las ecuaciones iniciales y se resuelve para encontrar
el valor de la segunda variable.
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Ejemplo 3

3x+2y=9

Resuelve el sistema { X+ 3y =10

por el método de reduccion.
SOLUCION

Por comodidad, empezaremos enumerando las ecuaciones del sistema.

|

~
<

Il

|
S
—_
w

3x+2y=9 1 .
{ x+3y=10 2 enumerando las ecuaciones.
{ x+2y=" 91 amplificando la ecuacion @) por — 3 para eliminar x.
3x-9y=-30 2
3 +2y= 91
9Y =—30 2 elliminando la variable x.
y=

= %1 3 ly=3 eselvalorde lavariable y.

De acuerdo con el paso 4, sustituimos el valor obtenido en una de las ecuaciones, en este caso
sustituiremos en 1 y tenemos:

3x+23)=9 1 sustituyendo el valor obrenido dey.
3x+6=9 11 resolviendo el producto.
3x=9-6=3 despejando 3x.

y=%=1 x=1

La solucion del sistema es el par (1, 3)

Ejemplo 4

+
WX W<

Resuelva el sistema por el método de reduccion

g B[
_|_
I

G|oo N[V}

SOLUCION

Empezaremos por ordenar y enumerar las ecuaciones del sistema.

X, Yy_5
27376 -
el sistema ordenado y enumerando.
§+X:§ 2
35 15
X, 1,¥ 1_5, 1
27 3%3° 737673 1
x 1,y 1_8.1 )
32 52 152 amplificando ‘1 porf% y 2 por %,para eliminar x.
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_X_Y__ 35 1
6 9 18
X, Y_ 8 o L
6 10 30 efectuando los productos indicados.
X _Yy__ 5
918 1
+ %= 3% 2 sumando las dos ecuaciones miembro a miembro.
y,¥Y_8_5
“9t10730 18 3

Mutiplicaramos toda la ecuacion por 90, que es el minimo comun multiplo entre 9, 10, 30, y 90.

~ 90y 90y 720 450 3

9 + 10 30 ecuacion resultante.

% # % 4% 3 dividiendo entre 9, 10, 30, y 18 respectivamente.
— 10y + 9y =24 — 25 ecuacion obtenida.
—y=-1 multiplicamos toda la ecuacion por (— 1) y obtenemos y=1.

Aplicamos en paso 4, sustituyendo el valor obtenidoen 1 oen 2.

%Jr%:g 1 sustituyendo el valor obtenido, en 1 .
%Jrg:_% asociando adecuadamente.

67x:36_0_% multiplicando por 6 que es el M.C.M de 2, 6, y 3.
3x=5-2 simplificando.

3x=5-2=3 el valor obtenido es, X= 1.

La solucién del sistema es el par (1; 1).

0?\1;\,\\

\

a4

Después de interiorizar el método de solucién, resuelve los sistemas.

. Amplifica adecuadamente las ecuaciones del sistema para eliminar la variable que se
te indica. Escribe el sistema amplificado.
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Variable x. 2) {2X =3Y=-1 variable x. 3) { X=2Y=2  Variable y.
x+ y=2 2x+ y=-1

4) {X #3Y=11 varabley.  5) {2" T3Y=3" Variablex.  6) {2" =3Y=0" Variable x.
1 3x +4y =4 3x+4y=0

7) [ xt+ty=4 Variabl 8) {2x+3y=—1 Variable v. 9) {4x—3y=—11 .
{3x+y=8 ariable x. 3x+4y=-2 ! Y I+ y=— Variable y.

Il. Resuelve cada uno de los sistemas anteriores por el método de reduccion.

1) {x+ y=0 2) {2x—3y=—l 3) { Xx—2y=2
x—3y=4 x+t y= 2 2x+ y=-1
4) { xty=4 5) {2x+3y=—1 6) {4x—3y=—11
3x+y=8 3x+4y=-2 3x+ y=-5

7) {x+5y= 11 8) {2x+3y=3 9) {2x—3y=0

x— y=-1 3x+4y=4 3x+4y=0

Aplicaciones cotidianas de los sistemas de 2x2
Antes de plantear el problema de aplicacion, debemos;

* Leer bien el problema.
» Identificar los datos conocidos, y las condiciones del problema.
» Identificar las preguntas o valores desconocidos.

* Plantear el modelo matematico que resuelve el problema.
Ejemplo 5

Un finquero, compré 4 vacas y 7 caballos por C$ 51 400.
Mas tarde compro, a los mismos precios 8 vacas y 9
caballos por C$ 81 800. s Cuanto le costé cada vaca y cada

caballo.

SOLUCION

» Sea x el precio de cada vaca.
» Seay el precio de cada caballo.
Si compré 4 vacas, a x cordobas cada una, pago 4x por las cuatro vacas.

Similarmente, compro 7 caballos a y cérdobas cada uno, luego pago 7y por los 7 caballos.
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Por las 4 vacas mas los 7 caballos pagd C$ 51 400. Matematicamente, esta situacion se
representa por la ecuacion 4x + 7y = 51 400 1.

Mas tarde compro, 8 vacas y 9 caballos, a los mismos precios, por los cuales pagd C$ 81 800.
Esto nos genera la ecuacién 8x + 9y = 81 800 2.,

4x + 7y =51400 1

i 1y2 i :
Con las ecuaciones 1 y 2, se forma es sistema: {gx +9y=281800 2

Para resolver el sistema por el método de reduccion, amplificaremos ‘1 por — 2, a fin de reducir
la variable x.

2/(14y=102800 1
x+ 9y= 81800 2
“Sy=_21000 3

amplificando ‘I por — 2 a fin de eliminar la x sumando 1 y 2 término
a término.

y :% =4200 despejandoy.
y=C$4200 es el precio de cada caballo.
Ahora sustituimos el valor obtenido para y, en 2 para encontrar el valor de x.

8x +9(4200)=81800 2 sustituyendo el valor de y en 2.

8x +37 800 =81 800 multiplicando 9(4 200 ).

8x =81 800 — 37 800 despejando 8x.

8x = 44 800 reduciendo.

X = % =5500 despejando x.

x=C$§ 5500 es el precio de cada vaca.

Luego, él pago C$ 4 200 por cada vaca y C$ 5 500 por cada caballo.
Ejemplo 6

Camilo y Eugenia crian gallinas. La diferencia entre el numero de
gallinas que tienen Camilo y Eugenia, es 40y % de susumaes 11.

¢, Cuantas gallinas tiene cada uno?

SOLUCION

Desconocemos el numero de gallinas que tiene cada uno, luego
las designaremos por las variables x e. y.

10
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» Sea x, la cantidad de gallinas que tiene Camilo.

» Seay, la cantidad de gallinas que tiene Eugenia.

De acuerdo con las condiciones del problema, tenemos:
x—y=40 1 la diferencia es 40.

x+y)=1112 de susumaes 11.

1
8

o0|—

x—y=40 1
{ sistema formado con 1 y 2.

%(X+y)=ll 2

Antes de resolver, multiplcaremos 2 por 8, de esta manera nos queda:

x—y=40 1 -

{X fy=88 @ multiplicando 2 por 8.
x—y= 40 11

{ X + Z = 88 2 reduciendo la variable y.

2x =128 3

X 21%—8= 64 Camilo tiene 64 gallinas.
64 —y=40 ‘1 sustituyendo el valor obtenido en ‘1
64—-40 =y Eugenia tiene 24 gallinas, x =24
Ejemplo 7

Gabriela vive en Solentiname. Se traslada en bote a su trabajo. Cuando rema a favor de la
corriente, hace 10 km en una hora, cuando lo hace contra la corriente, rema 4 km en una hora.
Halla la velocidad de la corriente y la del bote en aguas tranquilas.

SOLUCION
» Sea x, la velocidad del bote en aguas tranquilas.

» Seay, la velocidad de la corriente.

Cuando Gabriela navega a favor de la corriente, lleva una ,
suma de velocidades que tienen |a misma direccion, estas son &=—
la del bote mas la de la corriente.

= velocidad del bote. velocidad resultante
—> velocidad de la corriente. x+vy)
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Al ir contra la corriente, su velocidad resultante es, la suma de la velocidad bote en una
direccion mas la de la corriente en_direccidon contraria.

—> velocidad del bote. velocidad resultante
<€— velocidad de la corriente. x—-y)
x+y=10km/h 1 es la velocidad a favor de la corriente.
x—y=4km/h 2 es la velocidad contra la corriente.
x+ty=10 1 .
{X _y=4 @ es el sistema formado.
X +Z =10 11
{ x—y=4 2 reduciendo y en las ecuaciones.
2x =14 3
X =%= 7 km/h la velocidad del bote, es x =7 km/h , por tanto x = 7.

Ahora sustituimos el valor encontrado en una de las ecuaciones.

T—y=4 2 sustituyendo en 2.
7T—4=y despejando y.
y =3 km/h es la velocidad de la corriente.

i

\

@

l. Analiza, antes de resolver.

1) El menor de dos nimeros, es igual a % , del mayor.

2) El mayor de dos hermanos, excede en 2 afios al menor.

3) Dentro de 6 afios, la edad de A sera igual a la edad actual de B.

4) A un numero de 2 cifras le agrego 9, y la cifras se invierten.

5) Al dividir un nimero mayor entre otro menor, el cociente es 6 y el residuo 1.

6) La edad de Alejandro dentro de 2 afios, excedera a la de Roberto en 3 afos.

12
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Il. Resuelva los siguientes problemas.

1) Divida 80, en dos partes de modo que los 3 , de la parte mayor equivalgan a los % de la

menor. Encuentre el valor de cada parte.

2) Encuentre dos numeros tales que 5 veces el mayor exceda en 5 a 5 veces el menor, y 5
veces el menor exceda en 7 al mayor.

3) El numero de gallinas del gallinero de Amanda es el doble de las de Blanca, menos 6, pero

tiene % de lo que tiene Blanca, mas 2. ; Cuantas gallinas tiene cada una?
4) Un tercio de la diferencia de dos niumeros es 11,y g del mayor equivalen a % del menor.
Halla los numeros.

5) En el puerto de San Jorge, se compran, 10 boletos del barco, 3 <
para adultos y 9 para nifios por C$ 512 ademas 17 boletos de J Al
nifio mas 15 de adultos por C$ 831. ; Cuanto cuesta cada boleto
de nifio y de adulto?

6) Dos hombres reman, rio abajo 16 km en una hora, y rio arriba 6
km en una hora. Halle la velocidad del bote en aguas tranquilas
y la velocidad de la corriente.

7) Sielnumeradorde unafraccion, disminuye en 1, el valorde lafracciénes 1 . Sidenominador
disminuye en 2, el valor de la fraccion es % . Encuentre la fraccion.

8) Pedro dice a Juan: si me das C$ 15, tendré 5 veces lo que tu tienes. Juan dice a Pedro: si
me das C$ 20, tendré tres veces lo que tu tienes. j,Cuanto tiene cada uno?

9) Halla dos numeros, tales que 5 veces el mayor exceda a % del menor en 222,y 5 veces
el menor, exceda a 3 del mayor en 66.

Sistemas de ecuaciones lineales con tres variables

axtby+tcz=d,
Unsistemade laforma {4,x + b,y + ¢,2=d, donde cada una de las ecuaciones que lo conforman,
ax+by+cz=d,

es una ecuacion lineal, recibe el nombre de sistema lineal de 3x3.

13
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La solucion de un sistema de 3x3, es una terna de valores (a,; b, ¢), donde a, es el valor
correspondiente a la variable x, b, es el correspondiente a la variable y y ¢ es el valor
correspondiente a la variable z.

Ejemplo 8
x+ y+ z= 4
Comprueba que la terna (3; 2; —1), es solucion de {2x -3y +5z=-35 |
3x+4y+7z= 10
SOLUCION

1) Sustituimos en el sistma la x por 3, lay por 2, la z por —1, y observamos que el sistema se
hace verdadero. Veamos:

3+2-1=4 _

23)-3(2)+5(-1)=-5 sustituyendo.

33)+4(2)+7(-1)=10

3+2-1=4

6-6-5=-5 las tres ecuaciones del sistema se hace verdaderas.
9+8-7=10

Luego, la terna (3; 2; —1), es solucién del sistema.

Ejemplo 9 x . Y. . 5
2737776
Comprueba que la terna (1; 1; 0), es solucion de %_ +%:_% .
i Yy 4+Z_
SOLUCION t3=0

Para comprobar que la terna (1; 1; 0), es solucion del sistema, sélo tenemos que sustuir, la
x por 1, la y, por 1, laz, por 0, y comprobar que las ecuaciones del sistema se convierten en

identidades.
1,1,4523
2+3+0—6 1
%— 1 +%=—% 2 sustituyendo.
_1+9_
1-1+3=0 3
6,6 ,_30
5 + § +0= 6 1
%_ 3 +%__% % multiplicando, 1 por 6,y 2, por 3.
149
1 1+3—0 3
3+2+0= 5 1
1-3+0=-2 0O puede verse que cada una de las ecuaciones del sistema, es
1-1+0= 0 @3 verdadera.

Luego, podemos concluir que la terna (1; 1; 0), es solucion del sistema.
14
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Antes de responder, piensa y analiza.

I. Escribe V o F, en el cuadrito, segun la expresién sea verdadera o falsa.
1) La solucién de un sistema de 3x3, es una expresion del tipo (a, b) |:|

2) La solucion de un sistema lineal 3x3, tiene la forma (a; b, ¢) |:|

3) Siel punto (a, b, ¢), es solucion de un sistema lineal, entonces cada una de las ecuaciones
del sistema es igual a un numero positivo |:|

4) Las ecuaciones que forman un sistema 3x3, pueden no ser lineales |:|

Il. Averigua si cada una de las ternas dadas, es solucién del sistema.

1) ( x-3y+2z=0 2) ( x—2y+3z=-4 3) ( 3x+ Sy— z=4
x—3y—-2z=-4 2x+ y—6z=9 —6x+10y— 3z=7
4x +3y+2z=9 4x -2y -9z=11 O9x+ 4z—15y=-11

(1,1,1) (1,-1,-1) 0,1, 1)

4) (4x-2y-3z=-9 5) (3x—2y+ z=2 6) (x— y+ z=1
x+3y-5z=-8 2x +3y—-8z=10 2x+ y— z=-1
3x-5y+ z=-4 x— y+3z=0 x+3y—-4z=-1Ix

(1,2,3) 2,2,3) (0,0, 1)

Método de reduccion para resolver un sistema de 3x3

Ya conoces el método de reduccion para resolver sistemas de 2x2, utilizaremos éste mismo
método para resolver sistemas de 3x3.

Los pasos a seguir en la aplicacién de este método de reduccion son los siguientes:
1) Se amplifica una o ambas ecuaciones, multiplicando por factores, de modo que el coeficiente
de una de las incognitas, sea el opuesto al coeficiente de la misma incégnita en la otra

ecuacion.

2) Se elimina la incégnita, de una ecuacion con la de signo opuesto en la otra, sumando
ambas miembro a miembro.

3) Se resuelve el sistema de 2x2 que se genera.

4) Se repite el proceso.
15
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Ejemplo 10
x+ y+ z=4
Utilice el método de reduccioén, para resolver el sistema {2x -3y +5z=-5.
3x+4y+7z2=10
SOLUCION

Comencemos por enumerar las ecuaciones del sistema.

x+ y+ z=4 11
2x -3y +5z=-5 2
3x+4y+7z=10 3

enumerando las ecuaciones del sistema.

Ahora, amplificamos ‘1, multiplicandola por — 2, para eliminarlaxen 1 y 2.

-2x-2y-2z=-8 1
2x -3y +5z=-5 2 amplificando ‘1 por — 2.
3x+4y+7z=10 3

—2/(—2y—2z=—8 1
x—-3y+5z=-5 2 reduciendo 1" y 2 para obtener 4.
—S5y+3z=-13 @

Repetimos el mismo procedimiento, amplificando 1" por — 3 para sumar 1 y 3, miembro a
miembro. De esta manera, eliminamos la x de 3, y obtendremos la ecuacién 5.

-3x-3y-3z=-12 1
3x+4y+7z=10 2 reduciendo ‘1" y 3 para obtener 5.
y+t4z=-2 1§

Ahora resolvemos el sistema de 2x2, que se forma con 4 y 5, de esta manera obtendremos
los valores de y y de z.
-S5y+3z=-13 4 )

y+dz=—2 5 es el nuevo sistema de 2x2.

Amplificamos S por 5, para reducirla con 4 y de esta manera eliminamosy en 4 y 5.

—5y+ 3z=-13 4

S5y+20z=-10 5 eliminando y en ambas ecuaciones.
23z=-23
237z=-23 ecuacion lineal de una variable.
, =23
23 de aqui se obtiene que z=-1

Sustituimos ahora el valor obtenido de z=-1, en cualquiera de las ecuaiones del nuevo sistema
para encontrar el valor de y.

y+4(=1)=-213 sustituyendo z por —1,en 5 .
16
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y—4=-2 resolviendo el producto.
y=—2+4 sumando 4 en toda la ecuacion.
y=2 de donde se obtiene y=2 .

Sustituimos ahora los valores obtenidos de y y de z, en cualquiera de las ecuaciones que
contenga x para encontrar el valor de esta.

x+2-1=41 sustituyendo los valores de y y de z, en 1.
x=4-2+1 despejando x.
x=3 es el valor de x.

Por tanto; (3, 2,— 1) es la solucion del sistema.

Ejemplo 11
xty+z=2
Utilice el método de reduccion, para resolver el sistema {— 2y + 5x +2z =14
) z+4x+y=38
SOLUCION

Comencemos por ordenar y enumerar las ecuaciones del sistema.

xtytz=2 1
5x-2y+2z=14 2 ordenando y enumerando el sistema.
4x+y+z=8 3

p—

5x-2y+2z=14 2  amplificamos ‘1 por - 5, para eliminar la variable x con 1y 2.
4x +y+z=38

W

{SXSySZlO

—SZE—Sy—Sz=—10 1
5x—2y+2z=14 @  reduciendo Iy 2 para obtener 4.

-T7y—-3z=4 4

Repetimos el mismo procedimiento, amplificando I' por — 4 para sumar 1 y 3, miembro a
miembro. De esta manera eliminamos la x de 3, y obtenemos otra ecuacion; 5.

—4k—4y—-4z=-8 11
+ y+ z=8 2 reduciendo 1" y 3 para obtener 5.
-3y—-3z=0 5

Ahora resolvemos el sistema de 2x2, que se forma con 4 y 5, de esta manera obtendremos
los valores de y y de z.

{—7y—3z=4 4

“3y-3z=0 3 es el nuevo sistema de 2x2.

17
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Amplificamos S por — 1, para reducirla con 4 y eliminarzen 4 y S
— Ty — 3/1; =
Z

4 4
3y+3z=0 5 eliminando y en ambas ecuaciones.
—4y =4
4 ’ ; -
=7 de aqui se obtiene que y=—1
-7(-1)-3z=4 4
7-3z =4

sustituyendo en 4,y por —1.

efectuando el producto.
-3z=4-7=-3 despejando y reduciendo.
z zj—% se obtiene el valorde z=1.
x-1+1 =21
x=2

sustituyendo los valores obtenidos para y y z.
es el valor encontrado para x.
La solucién del sistema es la terna (2; — 1; 1).

il

|

Analiza cuidadosamente el material antes de resolver.
l.

En cada uno de los sistemas dados, amplifica las ecuaciones indicadas para eliminar
la variable que se te pide. Determina el nuevo sistema.
1) { X—

y—4z=-3 2) Xx—2y—-3z=-12 3) X—6y+2z=-4
2x+2y+ z=3 2x+ y+ z=17 3x+4y—- z=3
x+ y+3z=4 x+3y—-2z=2 2x— y+5z=4
Eliminay,en 1y 3 Eliminax,en1y3

4){ 2x -3y +2z=1

Eliminax,en2y 3
Xx+2y+tz=7
4x+ y—-3z=2

5)
-3x+2y+z=0

6) (ox+2z=11
4x -2y +z=8 y—2z=-4
2x— y+3z=11 X+ y+tz=6

Eliminay,en 1y?2 Eliminaz,en 1y 3 Eliminaz,en 1y 2
7) ( x+y+2z=3 8) (x-2y-3z=-6 9) (4x— y+52=0
Xx—-y+tz=2 2x+ y+ z=8 3x+3y—4z=0
2x+3z=5 x+3y—-2z=-1 6x +2y—3z=0

Eliminax,en2y 3 Eliminay,en 1y 3

Eliminaz,en 1y 3

18
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Il. Resuelve los sistemas lineales aplicando el método de reduccion.

3x-4y+ z=0

1) 2x -3y —-5z=-12
xtyt+z=6

2x 2y +z=3

4) ( x- y—4z=-3
x+ y+3z=4

—-3x+2y+ z=0

7) 2x —3y+2z=1
4x+ y—-3z=2

X—y+ z=2

10) { X+y+2z=3
2x+3z=5

Sx—4y— 2z=-2

2) (2x-3y- 4z=1
6x -9y —12z=3

2x+ y+ z=17

5) ( x—2y-3z=-12
x+3y—-2z=1

4x —2y— z=38

8) x+t y+ z=7
2x— y+3z=11

2x+ y+ z=6

1) Xx—2y—-3z=-2
x+3y—-2z=38

y—2z=0

3) 5x+2z=13
Xx+ty+tz=6

3x+4y— z=3

6) ( x—6y+2z=-4
2x— y+5z=4

y—2z=-1

9) S5x+2z=2
xty+z=2

3x+3y—-4z=0

12) 4x - y+5z=0
6x +2y—-3z=0

Aplicaciones cotidianas de los sistemas lineales 3x3

Estos problemas se resuelven de manera parecida a los que involucran 2 variables.

Hay que seguir las mismas sugerencias dadas para resolver un sistema de 2x2.

Ejemplo 12

Cinco libras de azucar, 3 de café y 4 de frijoles cuestan C$ 118.Cuatro de azucar, 5 de café y
3 de frijoles, cuestan C$ 145. Dos de azucar, 1 de café y 2 de frijoles cuestan C$ 46. ;Como
encontrarias el precio de una libra de cada producto?

SOLUCION

» Sea, x, el precio de una libra de azucar.

» Seay, el precio de una libra de café.

» Sea z, el precio de una libra de frijoles.

4x +5y+3z=145 2

Sx+3y+4z=118 11
2x+ y+2z=64 3

—5x -3y —4z=-180 11
6x +3y+6z=138 2

X +2z=20 4

es el sistema formado y enumerado.

amplificamos 1" por — 1, y 3 por 3 para eliminar y.
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Repetimos el procedimiento con 2y 3 para eliminar la misma variable.
4x53}f 3z=-145 2

10x + Jy +102=230 3 amplificamos 2 por - 1, y 3 por 5 para eliminar y.
6x + 7z =85 5

Resolvemos ahora, el sistema formado por 4y 5.

x+2z=20 4 en este nuevo sistema, si amplificamos 4 por 6, y la
6x+7z=85 5 sumamos con 5, eliminamos x y encontramos z.
(6)22 + 7z=285 5
—6x—12z=-120 4 amplificamos 4 por 6, y reduciendo.
—-5z=-135
z=_}%=7 el valores z=17.
2(6)+c+2(7)=46 3 sustituyendox =6y z=7,en 3.
12+c+14=46 multiplicando.
c=46—-14-12 c=20-

Por tanto: la libra de frijoles cuesta C$ 7, la de azucar, C$ 6 y la de café, C$ 20.

Ejemplo 13

Un comerciante desea mezclar dos tipos de café, uno que cuesta C$ 3 la libra y otro que cuesta
C$ 4 lalibra, con otro de mejor calidad que cuesta C$ 8 la libra, de esa manera espera obtener

140 libras de una mezcla que cuesta C$ 6 la libra. También desea que la cantidad de café de
C$ 3, sea igual al doble del de C$ 4. ¢ Cuantas libras de café de cada tipo debe mezclar?

SOLUCION

» Sea, x, la cantidad de libras de café de C$ 3 la libra.
» Sea y, la cantidad de libras de café de C$ 4 la libra.
» Sea z, la cantidad de libras de café de C$ 8 la libra.

De las condiciones del problema tenemos:

xty+z=140 el total de libras de cada precio debe ser igual a 140 libras.
3x + 4y + 8z = 6x140 el costo de la compra de cada tipo es igual al costo de la libra de mezcla.
x =2y la cantidad de café de C$ 3, sea el doble del de C$ 4.
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Con estas ecuaciones se forma el sistema.

X+ y+ z=140 1
3x+4y +82=840 2 es el sistema formado y enumerado.
X =2y 3
2x + 2§ +2z=280 11
x—2y=0 3 amplificamos ‘1 por 2, y eliminando y con 1y 3.
3x + 2z=280 4
_4X_:Z,_4Z:_560 1
3x+4y+8z=840 13 educiendo lay en 1" y 3 para obtener 5.
-X+ 4z=280 5

Resolvemos ahora, el sistema formado por 4y 5.

3x+2z=280 4
—x+47=280 5 es el nuevo sistema.

{—4X—4y—4z=—560 1

3x+4y+82=840 13 amplificamos 4 por 6, y reduciendo.
—-x+4z=280 5
1120
z="14 80 el valor es z=80 .

—_x + =
X480 =280 . sustituyendo el valor de z=80en 5.

4 x80—280=x
x =40 despejando x.
40+y+80=140 1 es el valor de x.
y+140—120 sustituyendo los valores obtenidos en 1",

y =20 es el valordey.

Debe comprar 40 libras de C$3,20 libras de C$ 4 y 80 libras de C$8, para obtener 140 libras de 6.
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Analiza los ejercicios resueltos en el material antes de resolver.

I. Determine la ecuacion matematica que describe cada situacion.

1) La diferencia entre el precio de B el precio de A, es igual a la mitad del precio de C. (B, es
mayor que A).

2) Carlos y Roberto tienen entre ambos C$ 150. Utiliza una soéla variable para representar lo
que tiene Carlos y lo que tiene Roberto.

3) El mayor (x) de 3 nimeros, disminuido en 1, equivale a % de la suma del menor (z) y el
mediano (y).

4) Pagué C$ 179 por la compra de, 3 camisetas, 2 pantalones y 1 sombrero.

ll. Resuelva los siguientes problemas.

1) En la pulperia pagué C$ 75 por la compra de 1 litro de aceite, 1 libra de maiz y 1 libra de
café. Por 3 litros de aceite y 2 libras de café, se pagan C$ 160. La libra de café cuesta 10
veces el precio de una libras de maiz. 4 Cuanto cuesta una unidad de cada producto?

2) Quiero mezclar tres tipos de concentrado, uno de C$ 6 la libra, otro de C$ 8 la libra, con
otro de C$ 16 la libra, para obtener 280 libras de una mezcla que cuesta C$ 12 la libra.
También quiero que la cantidad de concentrado de C$6, sea igual al doble del de C$ 8.
¢, Cuantas libras de concentrado de cada tipo debo mezclar?

3) Un negocio vende bolsas de café de 3 calidades A, B,y C, por la compra de una bolsa de
cada tipo(3 bolsas), se pagan C$ 37, el precio del mas caro (C), excede en C$ 1 a la tercera
parte de la suma de los precios de Ay B, la diferencia entre el precio de B y el mas barato
(A), equivale al precio de C disminuido en 13. Halla el precio de cada bolsa.

4) Entre A, By C tienen C$ 140,000. C tiene la mitad de los que tiene A, y A tiene C$ 10,000
mas que B. Encuentre la cantidad que tiene cada uno.

5) Compre un caballo, un sombrero y un perro. El perro me costé C$ 200, el caballo y el perro
me costaron el triple del sombrero, el perro y el sombrero, me costaron % del precio del
caballo. Encuentre el precio del caballo y el sombrero
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Matrices y determinantes de 2x2
Utilizaremos un ejmemplo de la vida diaria para explicar el concepto de determinante.

Supongamos que compro arroz, frijoles y maiz bajo las siguientes condiciones:
» Condicion 1; Tres libras de arroz, 4 de frijoles y 5 de maiz, me cuestan C$ 8.
» Condicion 2; Dos libras de arroz, 5 de frijoles y 3 de maiz,me cuestan C$ 76.
» Condicion 3; Dos libras de arroz, 1 de frijoles y 1 de maiz,me cuestan C$ 28.

Designemos por A, F, y M, cada libra de arroz, cada libra de frijoles y cada libra de maiz,
respectivamente. Si escribimos esto en una tabla, tenemos:

Arroz |Frijoles| Maiz Precio total
Condicion1| 3A + | 4F + 5M = 81
Condicion2| 2A + | 5F + M =76
Condicién 3| 2A + F + M = 28

4 Un arreglo de los )
coeficientes del sistema es:

[EI sistema que se forma es:\

3A+4F + 5M =81
2A+5F+3M =76 3 4 | 5
2A+ F+ M=28 2 5 3
2 1 1
&  \
4 El arreglo representado de\ 4 El arreglo siguiente, se )
la siguiente manera: conoce como matriz de
34 5 2x2, ya que tiene 2 filas y 2
(2 5 3) columnas.
se conoce como (3 4 )
matriz de 3x3, ya que tiene 3 2.5
\_ filas y 3 columnas. ) \_ )

6 Una matriz que tiene igual numero de filas que de columnas,
= se llama matriz cuadrada.

A toda matriz cuadrada se le puede hacer corresponder un numero llamado determinante.

. . a. b
El determinante de orden dos, es el numero que resulta de sumar, el productos A, = al><bl
de los términos de la diagonal principal (sefalada en rojo) menos el producto 22

de los términos de la diagonal secundaria (destacadas en azul). A, =[a,b, —%bl]
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Ejemplo 14

4 —

Resuelva los deterrminantes de 2x2: a)| 5 ;‘ b)

1 4
2.
S 73

SOLUCION
De acuerdo con la explicacion anterior,

B

=8+15=23

a)A,=

El valor del determinante es 23.

1. 4 _LX(_l)_(4><5)
=12 2 3
o)A, 5>§4 1
3 =-1-(o)
_1-120_-121
6 6

’/
o=
o=
o;

g

Antes de resolver, lee con cuidado.

I. Escribe a la par de cada expresion, V o F, segulin esta sea verdadera o falsa.
1) Un determinante es un sistema lineal |:|

2) El determinante de un sistema lineal 2x2, es una funcion |:|

3) Eldeterminante de un sistema de 2x2 tiene la forma (a,x b,x c,) + (a,% b,x c,) |:|
4) En un determinante de 2x2, un nimero entero |:|

5) Un determinante de 2x2, es una matriz |:|

Il. Resuelve en tu cuaderno cada uno de los determinantes de 2x2.

1) -1 = 2) ‘0 — ‘ 3) 12 1 4)‘ 2 7‘
3 2 8 2 -15 2 -4 0
1 -13 1 1 1l 1
5) ‘_1 oo &y o4 My 2 8) 5 3
5y 503 2 -3 an b
AA=a1><b;
A, :[a1b1 - a2bl]
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I El adlgebra en la vida cotidiana

Indicador de logro: Resuelve sistemas de ecuaciones de tres variables
usando método de menores o la regla de Sarrus.

Determinante de 3x3 y regla de Sarrus

4 Consideremos un sistema ) 4 El determinante de S, )

lineal de 3x3 representado por A_, es:
ax+by+tcz=d a, b, c
SeaS={axtby+cz=d, a, b, c,
ax+by+cz=d, a, b, c,
(& NS )

Determinante
El determinante A, de 3x3, es el nimero resultante de:

AS - I:a1b203 + a2b3c1 + a3b102 - [c1b2a3 + 02b3a1 + c3b1a2

La regla de Sarrus es un método facil para calcular un determinante 3x3. Recibe su nombre,
del matematico francés, Pierre Frederic Sarrus.

Consiste en repetir después de las ultima fila del determinante, las dos primeras filas del mismo
y luego hacer una diferencia entre los tres productos de los elementos de las tres diagonales
principales destacadas en rojo, y las tres diagonales secundarias sefialadas en azul, es decir:

ax+tby+tcz=d

SiS=(ax+ by +cz=d, entonces, el determinante de S con las dos primeras filas agregadas
ax+by+cz=d,

es;

- [aleCS + a2b3cl+ aSblCZ a [Clb2a3 + CZbSal + CSblaZ

También se pueden agregar al final de la ultima columna las
Jes dos primeras y luego, repetir el procedimiento, al igual que se
hace con las fila.
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1 A
=la b |= —
As :%%3 [a1b203 + a2b3cl + a3b102] [clb2a3 T c2b3a1 T csblaz]

3 3 3 3

Ejemplo 15
x—3y+2z=3
Utilice la regla de Sarrus para calcular el determinante del sistema, S ={5x + 6y — z=13
4x— y+3z=8
SOLUCION

Siguiendo la Regla de Sarrus, agregamos las dos primeras filas, y procedemos como se explico
anteriormente de esta manera, tenemos:

= (18— 10+ 12) — (48 + 1 — 45)
=20-4=16

Ejemplo 16

Resuelva el mismo problema agregando a la derecha, las 2 primeras columnas para comprobar
que obtendremos el mismo resultado.

SOLUCION

Siguiendo la Reglade Sarrus, agregamos las dos primeras columnas aladerecha, y procedemos
como se explicé anteriormente.

~ Tl =18+ 12-10) — (48 + 1 — 45)
~|s 6|~
A, | =20-4=16
—
[
%‘f’

Lee cuidadosamente cada pregunta entes de responder.
. Escribe a la par de cada expresion, V o F, segun esta sea verdadera o falsa.

1) Un matriz de 3x3, es un sistema lineal |:|
2) Un determinante de un sistema lineal 3x3, es un un nimero |:|

3) El determinante es un arreglo de los coeficientes del sistema lineal |:|
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4) Un determinante de 3x3, es el nimero asociado a una matris de 2x2 |:|

5) La regla de Sarrus, me permite agregar las dos primeras filas, arriba o columnas abajo
para calcular el determinante | .

Il. Utilice la regla de Sarrus para calcular el determinante del sistema.

1) ( x—2y—3z=3
2x+ y+ z=1
x+3y—-2z=-2

x+3y—- z=-3
3x— y+2z=1
2x— y+ z=-1

Sx+2y— z=13
x—2y+2z=0
3y+ z=7

3)

2x -3y +2z=-3
3x+2y+ z=1
4x+ y-3z=4

4)

x+2y+ z=4
4x-2y— z=6
2x— y+3z=10

5)

y—2z=2
x+y+z=0
x+ y+ z=0
Sx—=2y+2z=0
8x+ y+5x=0

7)

x+2y=-1
2y+z=0
x+2z=11

8)

4x —y+5z=0
x+3y—-4z=0
6x+2y—-3z=0

9)

|
|
]
|
|
|
<
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Indicador de logro: Resuelve sistemas de ecuaciones de tres variables y
los aplica en la solucion de problemas de la vida en el campo utilizando
métodos de Cramer.

Regla de Cramer

La regla de Cramer, es un teorema, que proporciona la soluciéon de un sistema lineal, de
ecuaciones en términos de determinantes. Recibe este nombre en honor a Gabriel Cramer;
matematico suizo nacido en Ginebra (1 704 - 1 752).

La regla de Cramer facilita la solucion de un sistema lineal, sin embargo, su aplicacién a
sistemas de mas de tres ecuaciones lineales, resulta muy laboriosa.

ax+by+tcz=d,
Sea el sistema lineal, S ={a,x + by + ¢,z = d, E| determinante del sistema es; A=
ax+by+cz=d,

a, b ¢
a, b, ¢

d
1
Representemos los términos independientes del sistema por la columna [t,]=|d, |

3
Designaremos otros tres determinantes que representaremos por A, A,y A, respectivamente,

y los conformaremos de la manera siguiente:

\
t oy Z X t z X Y t
d b ¢ a d, c a b d
Ac=|d, b, ¢, Ay=la, d, ¢, A=|a, b, d,
d3 b3 c3 a3 d3 C3 a3 b3 d3
J
d,
Observe que en el determinante A , hemos reemplazado en la primera fila [t1]= d,|.
d

L 3
los elementos (t ; y ; z) agregados en la primera fila, no intervienen en los calculos, se
agregaron solamente para sefnalar que cuando se calcula A , se sustituye la primera columna
del determinante por los términos independientes:

d

1
[tl]: d,|, similarmente se hace cuando se calculan Ay, YA,
d

3
Observa, como [t], sustituye; la primera columna, cuando

Jes determinamos A , la segunda, cuando determinamos A,y la
tercera cuando determinamos A .

28



I El adlgebra en la vida cotidiana

De esta forma, segun Cramer, se obtienen los valores de las variables x, y y z, al efectuar las
divisiones que siguen:

=+

. y Z X ti Z X y ti

d b c a, d ¢ a. b d

dz bz ¢ a, dz 02 % bz dz

A, d3 b3 (,’3 Ay Cl3 d3 C3 A, a3 b3 d3

X:Aszx y z X:Aszx y z A X y z
4, bl d, a, b1 ¢ 4, bl ¢

a, b, d, a, b, ¢ a, b, ¢

a, b3 d3 a, b3 = a, bs ¢

Ejemplo 17

2x +4y—3z=-4
Utilice la regla de Cramer para calcular el determinante del sistema, { 3x — 5y +2z=7 .

—x+3y+2z=3
SOLUCION

Lo primero que debemos hacer, es formar el determinante del sistema con los coeficientes de

las variables, A, =| 3 = — 5. Los otros tres determinantes son:

4 4 -3 -4 4
7 -5 2 7 -5

2 -4 -3 2 -4
A=l 3 7T 2 37
303 2 3 3 -1 3 2 -1 3
= (40 + 24 — 63) — (45 — 24 + 56) (28 +8—27)— (21 + 12— 24)
=1-77=-176 =9-(9)=0

By, =

2 4 —4 2 4

A=l 3 -5 7 3 -5
il 3 3~ 3
=(=30-28—36)— (- 20 +42 + 36)
=_94—(58)=—152

Para calcular los determinantes, utilizaremos la regla de Sarrus, repetiremos las dos columnas
de la izquierda, a la derecha.

— 2
3 = -5

As=

—(-20-8-27)— (—15+12+24)=—55-(21)=-76
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De acuerdo con la regla de Cramer tenemos:

76 0 152
=76 | Y="76="0 =76 2

La solucion del sistema es la terna (1, 0, 2).

i

\

@

Antes de resolver cada sistema, analiza con tu compafero o companera, los ejemplos resueltos.

Resuelva los sistemas lineales, utilizando la regla de
Sarrus y la regla de Cramer

1) ( 9x+ 4y—10z=35 2) 3x-2y=1 3) (5Sx+3y-z=-9 4) (x+ y+ z=0
6x— 8y+ 5z=2 3y—-4z=-1 10x— y+z=4 S5x-2y+2z=0
12x + 12y — 152 =60 -5x+ z=4 15x+2y—z=14 8x+ y+5z=0
5) ( 3x-2y= 4 6) (2x+ y+z— 3x-2y=3 8) (y+ z=-8
3y—4z= x— yt+t2z= Jy—-4z=-3 2x+ z=9
5x+z——8 3x+4y—-z=5 -5x+ z=-12 Jy+2x=-3
9) (—5x+3z=2 10) (3x—Sy=-7 11) ( x+2y= 12) ( x-Sy+ z=0
5x-3y=-2 Sy-5z=1 2y + z——l 10x+ y+3z=0
3y—5z=2 X+2z=17 X+2z=2 4x+2y-52=0
13) ( 3x-5z=-19 14) (x +2y+3z=8 {5)(y+2x=-4 16) (Sx+y+z=38
-3y+5z=16 X— y+2z=6 2x+ z=-17 x+ 10y +3z=153
-5x+3y=-1 x+ y—-2z=-2 y+2z=-6 2x+4y—-5z=4
17) ( x+9y—-10z=-2 {8) 2x =3y =2 19) 3x+ Sy—-z=13 20) ( x+ y+z=0
8x—-6y+ 5z=-9 4y -3z=0 —x—10y +z=-28 2x -2y +5z2=0
3x+3y— 5z=-5 -5x+ z=-5 2x+ 15y —z=43 5x+ y+8z=0
AUTOEVALUACION
I. Senale entre las ecuaciones dadas, las lineales y explique la razén.
1) x—y=7
2) 3x*+2y=7
3) 12+y*=0
4) x+k=y—k, k constante.
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Il. RespondeVoF
En un sistema de 2x2, se cumple que:

1) Los exponentes de las variables pueden ser menores que 1 |:|
2) La solucion de tiene la forma (a; b; ¢) |:|
3) La solucion es un par que satisface las dos ecuaciones |:|

)

4) Los coeficientes pueden ser variables |:|

lll. Encuentre el sistemas de solucién (2, 3).

1) 2x—-3y=-5 2) [2x-3y=1 3) [ x-3y=7 4) x—S5y=1
3x +4y =18 3x +4y=10 2x+5y=10 —-x+4y=10

IV. Encuentre el sistemas de solucion (1;1).

1) (X_Y_1 2) XYy 3)(X_r—1 @) (x_Y_1
V-3=1 A 5-3=1 332 V3-37%
x_Y_ x_2Y_ Y y_1
37573 37572 Xx—773 S )
— —"— =
V. Paraeliminary en el sistema{ z_ i}}’/:‘? ; , hay que amplificar:

1) @, por3. 2) 2,por2. 3) 1,por2y 2,por—3. 4) 1,por—3y2,por?2.

VI. En el sistema {;iji};:g ; :
) Laecuacion 1, es igual al doble de la 2.
) Laecuacion 1, esigual ala 2, multiplicada por 3.
3) Laecuacion 2, esigual ala ‘1, multiplicada por 2.
)

La ecuacion 2, es igual a la ‘1, sumandole 2.

+
<

<
T+
N
I
AN

ro [~
I
I
(SV][\S)

VII. El sistema

M W

|
=)

\
<
+
WIN NN

1) Tiene coeficientes enteros.
2) Tiene coeficientes variables.
3) Tiene coeficientes enteros y fraccionarios.
4) Tiene coeficientes iguales.
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VIIl. ¢;Cual sistema tiene solucién (1, -1, —1).

1) { x=3y+2z=0 2) ( x-2y+3z=-4 3) { 3x+ S5y—- z=4 4) ( 3x+ Sy- z=-1
x—-3y-2z=-4 2x+ y—6z=9 —6x+10y-3z=11 —6x+ 10y —-3z=-13
4x+3y+2z=9 {4x—2y—9z=11 9x — 15y +4z=11 9x — 15y +4z=20
IX. Plantea la ecuacion matematica que describe la expresion; la suma de los precios, de
2 libras de azucar, mas 3 de café, excede en C$10 al doble del precio de que 6 libras
de frijoles.

) 2A+3C=12F+C$ 10

2) A+3C=12F+C$ 10
) 2A+3C — C$10 = 2(6F)
) 2A+3C—10=6F

X. Resuelve utilizando la regla de Cramer.

6x— 8y+ 5z=11

1) ( 9x+ 4y-10z=-16
12x + 12y - 15z=-18

10x— y+z=18

2) (S5x+3y-z=18
15x +2y—z=35

3) (—5x+3z=
Sx -3y =
3y—-5z=—- 9

4) (2x+ y=7
2x+ z=3

y+2z=1

Xl. Si x, es un numero mayor que y y y es mayor que z, entonces la expresion, “’La
suma de un numero mayor y el menor, excede en 20 al doble del numero mediano”
es?

1) x +z+20=2y

2) x+y—-20=z

3) x+2z+20=2y

4) x+z-20=2y
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MATEMATICA

Indicador de logro: Resuelve problemas de su entorno relacionados a inecuaciones con
una variable y sus propiedades.

En la unidad anterior, trabajamos con expresiones matematicas relacionadas con el
signo =, por tal razén nuestros planteamientos fueron siempre, de ecuaciones lineales y
sistemas de ecuaciones lineales cuya solucion, es un punto unico.

Una expresiéon matematica que no es ecuacion, es inecuacion. Los valores que verifican una
inecuacion, son sus soluciones. Ejemplos de inecuaciones son;

-2x+7<2 Q@ ax>c Q@ 2w2+3<1 (@
Es unainecuacion lineal Es una inecuacion lineal Es Clpgst sz teion)
con una variable: x, con una variable: x, cuadratica con variable
constantes, 2y 7. constantes, a y c. w, constantes, 2,3y 1.

Las inecuaciones se clasifican atendiendo al numero de incégnitas y al grado de la expresion
algebraica que aparece en ellas.

A//f La inecuacion 4x > 2x + 5 Es de 1° grado con 1 incognita.
= La inecuacion x?—x <2 Es de 2° grado con 1 incognita.

» Supongamos que vas a comprar un quintal de frijoles al el mercado, no conoces exactamente
el precio, pero sabes que oscila entre los C$ 800 y los C$ 900 cordobas, luego; si x es el
precio desconocido del quintal de frijoles, entonces, el precio (x), esta entre CS$ 800y

C$ 900.
matematicamente, se escribe; 800 < x <900 forma de inecuacion o desigualdad.
también se puede escribir X € (800; 900) en forma de intervalo;

Estas notaciones, significan que el precio del quintal de frijoles, es mayor que C$800 y menor
que C$900, o que dicho precio, pertenece al intervalo (800; 900); es mayor que 800 y menor que
900.

» Se dice que Nicaragua fue descubierta por Cristobal Colén en 1502, y alcanzd su
independencia en 1821, luego el intervalo de tiempo entre esos dos hechos es de 319 afios.
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I Inecuaciones en la Naturaleza

» Quieres comprar un pantaldon cuyo precio es menor o puede ser igual a C$ 100. Si x es el
precio del pantalén, entoces: , también se puede escribir; , esta expresioén es
verdadera si el precio del pantalén en el mercado es de C$100, o menos de C$ 100.

éf Si a, no es menor que b, entonces a = b.
Jes _
Si a no es mayor que b, entonces a < b.

i

|

Comparte con tu companero o compafera el andlisis de cada una de las expresiones para
responder adecuadamente, justificando tu respuesta.

x+5=2

8y —y?<0

x +k <5, k constante

5>203x—2y)

2 2

a

+
x+1>x+1>"7" ayb son constantes

2x +y+ b+ 2, b es constante

10
y

§+ =6
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Los intervalos de numeros reales, son subconjuntos del conjunto de numeros reales, pueden
representarse como inecuaciones o como desigualdades y también, en su notacion propia
(notacion de intervalo).

A continuacion te presentanos los tipos de intervalos.

(a; b) Intervalo abierto.
[a; b] Intervalo cerrado.
[a; b) Intervalo cerrado por la izquierda y abierto por la derecha.
(a; b] Intervalo abierto por la izquierda y cerrado por la derecha.

Los intervalos, pueden representarse como inecuacién y viceversa. Verlo a continuacion.

—feeeee]—  Todos los valores, entre a y b sin incluir los

. <x<
&5, BRASE a b extremos.
—Feeee—  Todos los valores, entre a y b incluyendo
[a; b] a<x<b a |
b 0s extremos.
«—feeeeg—  Todos los valores, entre a y b incluyendo a,
[a; b) a<x<b a ;
h no incluyendo b.
e t—  Todos los valores entre a y b incluyendo b,
(a; b] a<x <b : y b InCUYendo
a b no incluyendo a.
—we)—  Todos los valores reales, a la izquierda de
(— o0; b) x<b L . 9
—®© b b sin incluir b.
—weed—  Todos los valores reales, a la izquierda de
(=05 0] X<bh © i
- b b incluyendo b.
—faeeee——  Todos los valores reales, a la derecha de a
(a; o) X>a o .
a 0 sin incluir a.
—Poeeeee——  Todos los valores a la derecha de a inclu-
[a; ) X>a
a 00 yendo a.
e .
(-o;0) —o<x<—o B o Todos los numeros reales.

Los intervalo (a; b) y (— o; ©), son abiertos, los de la forma

éf [a; b], son cerrados, los de la forma [a; b), y (a; b], se conocen
como semi abiertos.

La desigualdad 1 < x <5 se representa por el intervalo (1, 5], de acuerdo con la explicacion
anterior, esta notacion representa todos los numeros reales que se encuentran entre 1 y 5,
excluyendo el 1 e incluyendo el 5.

Graficamente es;

e
1 5
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= ACTIVIDADES

Analiza con la tu compafiero o compafiera cada una de las expresiones para resolver
adecuadamente.

. Escribe cada intervalo, como una desigualdad.
-2
Al (03 0]
1] (55 )

[~ 12; 10)
Hl(-15:-5)
[2; 0)
(—o0; — 10]

(- 03 0)

Il. Escribe cada desigualdad, como un intervalo.

“l2<x<10

—-3<x<1

—4<x<1
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Resolver una inecuacion implica, aplicar a la misma, cada una de sus propiedades, a fin de
encontrar, el intervalo, que la hace verdadera.

El grafico unidimensional, o linea recta, llamada recta numérica, contiene todos los numeros
reales, mediante una aplicacion biyectiva entre estos numeros y los puntos de una recta. Se
usa para representar todos los numeros como puntos.

ol
.l
ol
ol
il
|
w4+
Ll
o-
o4
w4+
ENg
o4
o
Q4
e

1.Sia<b y b<c,entoncesa<c., —5<—3 y —3<2, entonces —5<2

2.Sia<b, entonces,a+c<b+cya—-c<b—c [ 31 yc=5entonces,=3+5<1+3
sic=-15, entonces,—3 +(—5) <1+ (-5)

3.Sia<b y c¢>0,entonces, ac < bcy %<

(Y[

, 2<5 y c=3, entonces, (2)(3) < (5)(3) y %<% :

4.Sia<b y c<0,entonces, ac > bcy %> =—3, entonces, (2)(-3)>(5)(3)y

oS

- Al multiplicar o dividir una desigualdad, por un nimero real negativo,
g se invierte el signo de la desigualdad.

Aplica las propiedades de las inecuaciones para resolver, x + 5 < 10.

x+5<10 desigualdad dada.
x+5-5<10-5 aplicando la propiedad 2.
x<5 reduciendo.
S e
(= 3 5) — ;
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Aplica las propiedades de las inecuaciones para resolver, 4x +5 <10 — 8x

4x +5<10—8x inecuacion dada.
4x +8x+5<10—8x+8x sumando 8x. Propiedad 2.
12x +5<10 reduciendo las x.
12x+5—-(5)<10—(5) sumando — 5. Propiedad 2.

12x<5 reduciendo.
12 (ﬁi) <3 (é) multiplicando por( ) Propiedad 3.

reduciendo, se obtiene x < (%) 0XE (— 00> %)

5 AR
(_ooaﬁ) — 0 5
12

Aplica las propiedades de las inecuaciones para resolver, 3 — (x —6)<4x —5

3-(x—6)<4x-5 inecuacion dada.
3—x+6<4x-5 eliminando el paréntesis.
3-x+6+5<4x-5+5 sumando 5. Propiedad 2.
14 —x <4x reduciendo (3 + 6 + 5).
14+x—x<4x+x sumando x. Propiedad 2.
14 <5x reduciendo.

(5) = (5X)( ) multiplicando por (%) Propiedad 3.
(5)<
)

(s

( ) efectuando el producto y simplificando.

14 . L
<X, es lo mismo que x >{5 |. es el conjunto solucion.
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Aplica las propiedades de las desigualdades para resolver; 3X4_ 5 _ X1_26 > 1.
3x=5_x-6_ 1

4 12 inecuacion dada.
12(3x-5) 12(x-6) 12

4 12 multiplicando por 12.Propiedad 3.
3
3x -5 -
RS REC6.,
simplificando.

O9x —15-x+6>12 reduciendo.
8x—9>12 reduciendo.
8x—9+9>12+9 propiedad 2.
8x >21 reduciendo.

21 L
X=>% es la solucion.
21 A
5] 21 »

8

m—

o=

%2,’

Analiza con tu compaiero o compafiera antes responder.

¢, Cuales de los siguientes elementos del conjunto{-3, 2, 4, 5}, satisfacen la desigualdad 3x
—-2<8.

(Para que valores del conjunto {2, 4, 6}, la desigualdad 3x — 1 <4 es falsa?
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([ Cual expresion es verdadera?

1<, i)x>1,x<0,

(Para qué valores de x es falso que?

_|_
_|_

s
—_

=1

s
—_

iii) x| = 0, x £ 0

I Inecuaciones en la Naturaleza

(Cual de los elementos del conjunto {12, 14, 16}, satisface la desigualdad

2x + 5 <3x-7?

[ Para que valores de {2, 4, 6}, la desigualdad 3x — 1 >4 es falsa?

2x+5< 7

3-5x<11

X—8>5x+3
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Una fabrica de artesanias tiene un costo combinado de mano de obra 'y
materiales de C$ 10 c/u. Tiene unos costos fijos de C$ 4 000. Si el precio
de venta de cada pieza es de C$35. s Cuantas piezas se deben vender #
para obtener utilidades?

» Sea q, el numero total de piezas que deben ser vendidas a 35 cada una, entonces;

» Elingreso total es 35q, ya que cada pieza se vende a 35 cada una.

» El costo total es; 4 000 de costos fijos mas 10q de mano de obra y materiales, es decir:
Costo total = 4 000 + 10q

Para obtener utilidades, el ingreso total debe ser mayor que el costo total, esto es:

Ingreso total — costo total > 0, es decir:

35q— (4 000+ 10q)>0 para obtener utilidades.

35q — 10 >4 000 asociando los términos en q.
25q>4 000 reduciendo.
> % despejando q.
q>160 se deben vender mas de 160 piezas, para obtener utilidades.

Intervalo solucion; (160; ). Respuesta grafica; «——aiiiie—s |
160 0

Lorena tiene 20 afios menos que Andrea. Si la suma de ambas |
edades es menor o igual a 86 afios. ¢Cual es la maxima edad que |
podria tener Lorena?

» Seax, laedad de Lorena ey la edad de Andrea.

Si Lorena tiene 20 afios menos que Andrea, entonces, y = x + 20.

Si ambas edades suman menos de 86 afos, entonces x + (x + 20) < 86.
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x+(x+20)<86
X+x+20<86

2x +20<86
2x+20—-20<86—20
2x < 66

x <33

I Inecuaciones en la Naturaleza
inecuacion dada.
eliminando paréntesis.
sumando x.
sumando — 20.
reduciendo.

dividiendo entre 2.

Lo mas que debe tener Lorena son 33 afios; ~ EO““““““““““] ”

Intervalo solucion; (0; 33]

33

Ya que las edades no pueden ser negativas, la edad de Lorene

E

debe ser mayor que 0, pero lo mas que tiene son 33 afos.

Una fabrica de sacos de bramante, paga en mano de obra y materiales C$5 por cada saco,
vende cada uno por C$7 y sus ventas semanales son no mayores a 300 sacos. ¢ Cual debe ser
el costo fijo semanal maximo para obtener utilidades?

Sea x el costo el costo fijo semanal que puede mantener la empresa.

En mano de obra y materiales paga, por los 300 sacos; 5(300), si a este costo, agregamos el
costo fijo x, tenemos un costo total de 5(300) +x =1 500 + x.

Cada saco se vende a C$ 7, luego el ingreso total por la venta es 7(300) =2 100.

Para obtener utilidades, el ingreso total debe ser mayor al costo total, es decir;

2100>1 500 + x.

2100> 1500 +x condiciones del problema (para obtener utilidades).
2100 —1500>x asociamos los términos en x.
600 > x reduciendo.

El costo total semanal maximo, que aguanta la empresa, para tener utilidades es de C$ 600.

X € (- o0; 600) la respuesta grafica es

B e e e
— 0 600
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°“","c"\\

\

Comparte con tu companero o compafera el analisis de cada una de las expresiones dadas,
para resolver en tu cuaderno, justifica en cada caso la respuesta.

¢,Cuantos ladrillos de 30 por 30 cm, son el minimo requerido para enladrillar un cuarto de 3
por 4 m?

¢ Qué area minima de terreno necesito para sembrar 20 matas de platano, si cada una
necesita 2 m*> de area?

vendi la libra para obtener utilidades?

La venta de queso de esta semana, me generd utilidades mallores o iguales a C$ 3 000,
con un costo total de mano de obra, e insumos de C$4 500. Si vendi 150 libras, ;A como

En la venta de frijoles de postrera, tuve un ingreso de C$ 12 000 y un costo por manzana de
C$ 200x, ¢ Cuantas manzanas sembré para tener utilidades?
Quiero repartir 21 vacas entre 2 de mis hijos de tal manera que el 2° reciba el doble que el

primero. ¢ Cual sera el mayor numero de vacas debo dar a cada uno?

El area de mi casa es 80 m? ; Cuantas baldosas de 400 cm? necesito para embaldozarla?

La venta de frijoles de postrera, me dejo un ingreso de al menos C$ 12 000 y un costo por
manzana de C$240x, ¢ Cuantas manzanas al menos sembré para tener utilidades?

El area de mi casa es 80 m? 4 Cual deben ser las maximas dimensiones del jardin de 20m?,
si quiero que el ancho sea la mitad del largo?



I Inecuaciones en la Naturaleza

Ana preparan enchiladas para vender. Si el triple de lo que §#
prepara Ana mas 10 enchiladas es mayor que 91. jCuantas =«
enchiladas prepard?

El doble del numero de alumnos de una escuela mas la mitad de
ellos es mayor que 250. 4 Cual es el numero maximo de alumnos de la escuela?

Luisa tiene 8 afios menos que Antonia. La suma las edades de ambas, es menos de 76
afnos. ¢Cual es la maxima edad que podria tener Luisa?

Luis va al pueblo y, lleva C$250 para comprar 3 pasajes de igual precio. *
¢ Cual es el precio maximo del pasaje, si requiere C$ 20 de cambio? /

Se quieren utilizar 180 m de alambre para cercar a tres lineas, un terreno
aprovechando parte de un muro. ¢Cuanto es el mayor perimetro que se “
X

puede cercar?

¢, Cuantos arboles es lo mas que puedo sembrar en un terreno de 30 por 32m, si cada arbol
requiere 4m? para desarrollarse?

¢, Cuantas baldosas cuadradas es el minimo que necesito, para enbaldosar una bodega de
6 por 4,5 metros si cada baldosa cuadrada tiene 25 cm de lado?
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Indicador de logro: Resuelve problemas de su vida en el campo, relacionados a
inecuaciones simultaneas y sus propiedades.

Cuando dos inecuaciones tienen soluciones comunes reciben el nombre de inecuaciones
simultaneas, también se conocen como inecuaciones o desigualdades dobles, ya que son en
si, dos desigualdades . Ejemplos de ellas son: -5 <x+3<10 y2<x+12<10.

-5<x+3<10
—-5<x+3 x+3<10
! !
Inecuacion izquierda Inecuacion derecha

Son simultaneas y las dos se resuelven simultaneamente.

Encuentre el conjunto solucion de la inecuacion; — 1 < SX; 2

<.

-(3)< 5x—2 3)<2(3) multiplicando toda la inecuacién por 3 (propiedad 3).

3

-(3)< (%)(3) <6 efectuando las operaciones indicadas.
—3<5x—-2<6 reduciendo.
—3+2<5x<6+2 sumando 2 a toda la desigualdad (propiedad 2).
-1 <15x <8 | | reduciendo.
-1 (3) <5x (5) <8 (§) propiedad 3.

1 8 ion es: |- L §)
_(§)5X<§ es la solucion es,[ 535

. L . . 1
El conjunto solucidn de una de las inecuaciones es; X = — =, el otro es; X <% , dado que son
simultaneas, la solucion final debe satisfacer las dos soluciones, es decir; esta compuesta por
interseccion de los dos conjuntos solucion. El grafico siguiente ilustra esta situacion:
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I Inecuaciones en la Naturaleza

Una solucidén

|\\ AN

AN N

e Otra solucion [

n|—

IR Ay A VAN Wy

— % Interseccion

| oo
S —

| oo

Si a<x<bentonces a<x Yy

solucién es la interseccion de los dos conjuntos solucion.

x < b, es decir, el conjunto

Encuentre el conjunto solucion de la inecuacién, — 2 < 5—3& <2

—23)=(252)3)<20)

5-2x
—65( ) <6
)@
—6<5-2x<6
—6-5<5-5-2x<6-5

-11<-2x<1

4w

multiplicando toda la inecuacion por 3 (propiedad 3).

efectuando las operaciones indicadas.
reduciendo.
sumamos — 5 a toda la desigualdad (propiedad 2).

reduciendo.

propiedad 3.

reduciendo.

es la solucion.

La propiedad 4 establece que, al multiplicar una inecuacion
« por un numero negativo, se invierten el < por >, Lo mismo
ocurre con < y >,
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Explicacion grafica Intervalo Respuesta grafica

Una solucién

¢ Otra solucion [

| co

— % Interseccion

|

Ejemplo 10

Encuentre el conjunto solucién de la desigualdad — 2 < % (x—6) <38,

SOLUCION

Empecemos, multiplicando toda la inecuacién por 2, (propiedad 3); para eliminar el denominador.

_22)< %(x ~6)(2)<8(2) multiplicando por 2.
—4<x—-6<16 efectuando las operaciones indicadas.
- 4+6<x—-6+6<16+6 sumando 6 (propiedad 2).
2<x<22 la solucién es el intervalo (2; 22].
Explicacion grafica Intervalo Respuesta grafica
| 2;22 MERALLLA L
(2;22] 5 7

?f% ACTIVIDADES

I. Discute en base a la teoria la solucién de cada ejercicio, y encuentra el numero o los
numeros que hacen verdadera cada inecuacion.

m ¢ Cual de los siguientes elementos del conjunto {3, 2, 4, 5}, satisfacen la desigualdad
—4 <x<8&.

E] ¢, Cual de los siguientes elementos del conjunto {12, 14, 16}, satisfacen la desigualdad
0<2x+5<3x-17.

E] ¢ Para que valores del conjunto {0, 1, 2, 4}, la desigualdad 3x — 1 <4 es falsa?
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I Inecuaciones en la Naturaleza
([ Cual expresion es falsa?
)0<x<10 si x=1; i) —1<0; i) |-x/=0,x#0

Ix + 1]
> 1.
x+ 1]~

(Para qué valores de x es verdadera la expresion

¢ Para que valores del conjunto {2, 4, 6}, la desigualdad 1 <3x — 1 >4 es falsa?

1<2x—-1<5
- 1<7-x<5
0<2-3x<5
S5<2x—-1<l1

0<*5t <5

0<lX <5

¢, Cual es el numero natural tal que la sexta parte de su antecesor es menor que 6; ademas la

sexta parte de su sucesor es mayor que 6?

» Sea x, el nimero natural buscado. La diferencia entre cada nimero natural es uno,

1,2, 3... de tal manera
que el antecesor ax es x - 1 y el sucesor es x + 1.
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» La sexta parte del antecesor es %1 y la sexta parte de su sucesor es ’%1 )

De acuerdo con las condiciones del problema, se forman 2 inecuaciones:

ol o my ’%1 >6 @,

XT_I <6 1 es una de las inecuaciones.

x—1<36 11 multiplicando por 6. Propiedad 3.
x<36+1 sumando 1 a ambos lados. Propiedad 2.
x <37 es el resultado de una inecuacion.

Para completar la solucion, debemos resolver la otra inecuacion.

P%l >6 2 es la otra inecuacion.
x<36—1 despejando x.
x> 35 es el resultado obtenido.

El numero es mayor que 35 y menor que 37, es natural, entonces, es 36, la respuesta es x = 36.

éf En este caso, aunque se esté resolviendo una inecuacion, la
s solucion buscada es un numero y no es un intervalo.

Mauro va al pueblo con todos sus hermanos para ver las corridas
de toro de Santo Tomas (Chontales). Dispone de C$ 22 solamente
para pagar el bus. Si paga C$ 3 por el pasaje, le sobra dinero;
pero si paga C$3,50 le falta dinero. ;Cuantos hermanos tiene
Mauro y cuantos pasajes compré?

» Sea x, el nimero de pasajes que compré Mauro.

» Si paga C$ 3 por cada pasaje entonces pagaria en total 3x y le sobra dinero, esto es:
3x<22 @,

» Si paga C$ 3,5 por cada pasaje entonces pagaria en total 3,5x y le faltaria dinero, esto es:

35x>22 @,
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I Inecuaciones en la Naturaleza

Para encontrar el numero x, de hermanos de Mauro, debemos resolver un par de inecuaciones:

3x<22 1 es una de las inecuaciones.

22 L e .
X<3 multiplicando por % o dividiendo entre 3. Propiedad 3.
x <1733 efectuando la division.

Para completar la solucion, debemos resolver la otra inecuacion.

3,5x>22 2 es la otra inecuacion.

22
X > - .

3,5 dividiendo entre 3,5. Propiedad 3.
X > 6,28

En conclusion Mauro compro 7 pasajes, 6 de sus hermanos y uno suyo.

Ana y Beatriz preparan nacatamales para la kermes del dia de Santa
Ana en la comarca. Ana prepara la mitad de los que prepara Beatriz
y juntas deben hacer entre 15 y 30 nacatamales. Beatriz dice que ella
hizo entre 10 y 20. Si Beatriz dice la verdad, ¢ en qué intervalo esta
el numero de nacatamales que hizo Ana?

» Sea x, el nimero de nacatamales que hizo Beatriz.

» SiAna prepard la mitad de los que preparo Beatriz, entonces Ana hizo % nacatamales.
» Entre las dos prepararon x + % nacatamales.
De acuerdo con las condiciones del problema 15 <x + % <30.
X
15 <x+75 <30 inecuacion obtenida.
30<2x+x<60 multiplicando por 2. Propiedad 3.
30<3x<60 reduciendo.
10 <x <20 multiplicando por % o dividiendo entre 3. Propiedad 3.
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y 10 nacatamales.

Teniendo en cuenta que x, representa la cantidad de nacatamales que hizo Beatriz, y Ana hizo
la mitad, entonces, Beatriz dice la verdad, hizo entre 10 y 20 nacatamales y Ana hizo entre 5

La solucidn a este problema no es un intervalo, es un conjunto
f de numeros enteros:
[ad

6,7, 8,9 que se encuentran entre 5y 10.

il

o ?\;\’\

i

Aplica la teoria para resolver.

La suma de del dinero que tengo, con el doble del mismo esta entre 14 y 10.

Un medio del cuadruplo de lo que gané hoy es mayor que — 10 y no menor que 8.
mayor que 2.

La suma de las patas de igual numero de gallinas y cerdos no es mayor que 80, pero es

El resultado de dividir lo que gané hoy entre 2, no es menor que su tercera parte.
El cociente de un numero entre 5 es menor o igual a 100.

que 10.

El Producto del doble de un numero menos triplo del mismo es mayor que 1 y menor o igual

¢, Cuanto dinero ando, si al dividirlo entre 2 y multiplicar el resultado por 12, la cantidad es
mayor que 120 y menor o igual que 3607



I Inecuaciones en la Naturaleza
¢ Qué cantidad de dinero tengo, si los % de lo que tengo, es mayor o igual que C$ 45y los
% de lo que tengo es menor que 387

Para ir de la isla “La Venada” a la isla San Fernando en el
archipiélago de Solentiname, Miguel, tiene que comprar boletos
para €l y sus hijos. Dispone de C$220 para comprar los boletos de
adulto. Si compra boletos de C$ 30, le sobra dinero, si copra de EEs
C$35, le falta dinero. ¢ Cuantos boletos compro?

ellos practican deporte, si la suma de los dos grupos anda entre 90 j«é
y 91, ¢,cuanto suman los deportistas con los que usan lentes?

Rosa y Milena hacen guirilas para vender. Rosa prepara la mitad
de los que prepara Milena y juntas deben hacer entre 30 y 60
guirilas. Milena dice que ella hizo entre 20 y 40. Si Milena esta en
lo cierto, ¢en qué intervalo esta el numero de guirilas que hizo

Rosa?

Katia, recibe el pago de hora y media por cada hora extra que
cocina, después de las 40 horas semanales. ¢ Cual fue el salario
por hora si lo mas que recibio fue C$ 1 442 por 48 horas de trabajo?

Miguel y Daniel pescan en Corn Islad, se reparten el ingreso de la
pesca de tal manera, que Miguel recibe % de lo que recibe Daniel. %
Si entre ambos recibieron entre C$5 000. ¢ Cuanto recibe cada uno?

Marcelo es un estudiante becado, para que no le quiten su beca,
debe mantener en sus 5 examenes del periodo académico, calificaciones entre 80 y 85.

Sus notas de los cuatro examenes anteriores son: 90, 75, 81, y 85. En qué intervalo debe
estar su quinta calificacion para conservar la beca.

Rebeca es una alumna becada. Ella pierde la beca si no obtiene un promedio de
entre 80 y 85. Hasta ahora, sus notas son 65, 85 y 78. ¢ Cuanto debe sacar en la cuarta

prueba para obtener un promedio requerido?
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Indicador de logro: Resuelve problemas relacionados a inecuaciones cuadraticas y sus
propiedades.

Las inecuaciones cuadraticas son aquellas inecuaciones en donde la variable tiene
exponente 2.

Ejemplos de inecuaciones cuadraticas son:

xX-4>0 @ 2x*-3x-5>0 @ xX*+3x+10<0 ®
Inecuacion cuadratica Inecuacion cuadratica Inecuacion cuadratica
factorizable. factorizable. no factorizable

Para resolver las inecuaciones cuadraticas factorizables se sugiere:

Relacionar la desigualdad con cero (como las inecuaciones 1 y 2),
Factorizar la ecuacion cuadratica que conforma la desigualdad.
Calcular las raices o soluciones de la ecuacion.

Determinar los intervalos formados por todas las raices.

Por ultimo comprobar el, o los intervalos que satisfacen la desigualdad.

Encuentra el conjunto solucion de la inecuacién x*> 7x — 10.

La inecacuacion no esta relacionada con 0, al relacionarla con 0, nos queda; x> — 7x + 10 > 0.

x2=7x+10>0 relacionando la desigualdad con cero.

x—2)(x—5)>0 factorizando la desigualdad.

six—=2=0, x,=2 €S una raiz encontrada.

six=5=0, x,=5 es la otra raiz.

Colocamos estos valores sobre la recta numérica 2 5 , Y se generan los

subintervalos: (— «; 2), (2; 5), (5; ).
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I Inecuaciones en la Naturaleza

Escogemos como valores de prueba; 0, en (—«; 2), 3, en (2;5) y 7, en (5; «) . Ver la tabla.

Valores de prueba 0 3 7
Signos de (x — 2) - + +
Sogno de (x —5) - - +
Signode (x —2) (x — 5) + - +

Ya que x> —7x— 10> 0, en los intervalos (— «; 2) y (5; =), la solucion es la union de ambos, que
se representa por: (— o; 2) U (5; «).

2 :22] B S—

Encuentre el conjunto solucion de la inecuacion x* < x

Al relacionar la inecuacion con cero, nos queda: x*> — x <0, la ecuacion se puede factorizar.
x(x—1)<0 factorizando.

Ahora igualamos cada factor a 0, y tenemos;

x=0,o0bienx =0 la primera raiz encontrada.
Six-1=0,x,=1 es la otra raiz.
Al colocar las raices estas raices, en la recta numérica tenemos: 0 1
Los subintervalos que se forman son: (—; 0), (0; 1), (1; o)
Los valores arbitrarios de prueba, que tomamos son: — 1, % y 2.
Valores de prueba -1 % 2
Signos de (x) - + +
Sogno de (x— 1) + -
Signo de x(x — 1) + - +

55



MATEMATICA =

La solucion es el intervalo (0, 1).

(0, 1) E E

Encuentre el conjunto solucion de la inecuaciéon x?>—x < 6.

La inecuacion esta relacionada con 6 y no con cero, siguiendo el 1° paso, la relacionamos con
cero, escribiendo x>—x — 6 <0.

Para factorizar la ecuacion cuadratica que conforma la desigualdad, debemos buscar dos
numeros que multiplicados den — 6 y que sumados nos den —1. Estos numeros son — 3 y 2.

x+2)(x-3)<0 factorizando la inecuacion.
x+2)x—3)=0 igualando a 0 para encontrar las soluciones o raices de la ecuacion.
si x +2 =0, entonces x = — 2, es la primera raiz o solucion, que representamos por x, = — 2.

si x —3 =0, entonces x = 3, es la segunda raiz o solucion que representamos por x, = 3.

2 3

Al colocar estos valores sobre la recta numérica, tenemos:

Estos dos numeros, generan tres subintervalos que son:
(—o0;—2), (—2;3)y(3; »), formados por las raices encontradas.

Ahora escogemos arbitrariamente, un valor en cada subintervalo, lo sustituimos en lainecuacion
para ver si la hace verdadera.

El intervalo o intervalos que satisfagan la desigualdad, conformaran la solucién de la misma.
Escojamos arbitrariamente: — 5, que esta en (— w; — 2).
0, que esta en (—2; 3).

5 que estaen (3; ).

56
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Sustituiremos cada valor de prueba de cada subintervalo, en la inecuacion.

Intervalos obtenidos (—x,—2) (—-2,3) 3, )

Valores de prueba -5 0 5
Signos de (x +2) - + +
Sogno de (x — 3) - - +
Signode x +2) (x—3) |(=)(=)=+ () =+
Intervalo
. e

a ACTIVIDADES

. Factoriza cada una de las desigualdades, si es posible.

x*—6x+8>0
x2+2x—1>0.
x2—3x—4<0
x2=3x+2>0
-x*+8x—-7<0
x2—2x<0
x*+3x—28<0

x> +3x<0

=j3jejaisjeln]=

Il. Encuentre en cada caso, el intervalo solucién y represéntelo graficamente.

x*—6x+8>0
x2+2x+1>0
xX*X=x—=5>0
-x2+6x—5<0
x2+x—20>0
-x*—9x+14<0
x2< 5 —4x

X >3x

-x*-2x—15>0

EEEEEB8EEE
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Continuando siempre con las inecuaciones cuadraticas, resolveremos ahora ejercicios,
utilizando el método de la formula cuadratica.

La formula general o férmula cuadratica, nos resuelve cualquier ecuacion cuadratica.

Supongamos la ecuacion: ax*+ bx +¢=0, a#0, en ésta ecuacion, el coeficiente de x* es q, el
de x es b y el término independiente es c. Se puede demostar que las raices de la ecuacion, se
encuentran con la férmula.

Férmula general o cuadratica

‘= — b +\b*—4ac
- 2a

Las raices obtenidas de esta forma, seran reales o complejas dependiendo del signo de:

b* — 4ac, llamado discriminante.
Si b> —4ac >0, las raices son reales.

Si b* —4ac <0, las raices son complejas.

Encuentra el conjunto solucién de x? + 2x — 1 > 0, utilizando la férmula cuadratica.
Primero, debemos encontrar las raices de x? + 2x— 1 =0 utilizando esta formula.

En esta ecuacién identificamos: a=1, b=2 y ¢=-1, luego;

_—2EN4-4(ED aplicando laformulacona=1,b=2 y c=—1.
2(1)
X:ﬂ reduciendo la expresién.
2

Pero =8 = 4 (2) =2+2 , luego,

X =—23E2—2\/7 calculando la raiz cuadrada de 4.
x=—1=+ simplificando por 2.
x,=—1+42, x,=—1-+2 son las dos raices obtenidas.

58



I Inecuaciones en la Naturaleza

Al colocar las raices encontradas, en la recta numérica tenemos:

—11\/7 —l-:-\/j'

Los sub intervalos que se forman son: (—wo, — 1—+2), (—1-v2,-1 +2), (= 1+ 2, %)

Valores arbitrarios elegidos:

-3 en el intervalo (— oo, — 1 —/2).

0 en el intervalo(_l_\/j’_1+\/7).
1 en el intervalo (, 1++2> oo).

Estos valores arbitrarios los sustituimos en x? + 2x— 1> 0.

six=—3, (-3)*+2(-3)-1=2>0 la inecuacion no se satisface.
x=0, (0+20)—1=—-1<0 se satisface.
six=1, (1?+2(1)-1=2>0 no se satisface.

Recogiendo estos resultados en la tabla, tenemos:

(Coo-1-v2) |(1-yZ,-1+v2)| (-1++2,%)
Valores de prueba -3 0 1
x*+2x— 1 - + +
xX?+2x—1>0 + - +
B ey B e
(o= 12U (- 1+42:%) S ) 1420

Si calculamos el valor de 2 , entonces,

1+ =—1+141=041
—1-y2 =—1-141=-241

Valores de prueba -3 0 1
- +
xX*+2x—1>0 + - +
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(= o0; = 2,41) U (0,41; o0) . o 041

Encuentra el conjunto solucién utilizando la férmula cuadratica x> — 3x >— 2.

La inecuacion relacionada con 0 es; x> —3x+2 2 0.

Primero, debemos encontrar las raices de x? — 3x+ 2 =0, utilizando la formula cuadratica.

En esta ecuacion identificamos: a =1, b=—3 y ¢=2.

X = ( 3)2(1;‘(1)(2) aplicando la férmula cuadratica.

X = 3+ 2“ 9-8 resolviendo operaciones indicadas.
X = 3%1 simplificando.

x1=%=2 es unaraiz.

X, = % =1 es el valor de la otra raiz.

Con estas raices,

—

é se generan los intervalos:

(—oo; 1], [1;2] y [25 o)

Elegimos como valores arbitrarios: 0, 1,5 y 3, para sustituiren x> —3x +2 = 0.
six=0, (0*-30)+2=2>0 se satisface.

x=1,5 (1,52 —-3(1,5+2=225-45+2=-0,25<0 no se satisface.

six=3, (3*>-33)+2=2>0 se satisface.
Valores de prueba -1 0,5 2
- + +
x2+2x—1>0 + - +
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Intervalo solucién Respuesta grafica
e
(= 005 1] U [2; 0) —® 1 ) %

ACTIVIDADES

I. Aplica la formula cuadratica, para encontrar las raices.

X>— 6x + 8> 0.
x2+2x+1>0.
lx2-3x-4<0
x>=3x+2>0
-x2+8x—7<0
x*—2x<0

X2+ 3x—28<0
x2+3x<0

Il. Encuentre en cada caso, el intervalo solucion y represéntelo graficamente.

X2 —6x+8>0
X2+ 2x+1>0
-x2+2x—-1<0
—x+x+5<0
x2+2x—8<0
-x2=-x+1<0
x? <9 —3x

X >2x

Sl -2x—15<0
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En esta seccion resolveremos problemas con los que te encuentras en la cotidianidad, aplicando
inecuaciones cuadraticas.

Encuentra dos numeros enteros consecutivos tales que al restar 2 a su producto, el resultado
es mayor o igual que 10.

» Sea x, el nimero. Al ser consecutivo, el nimero que sigue a x es x + 1.
» El producto de ellos es: x(x + 1) = x>+ x.

» El problema, dice que si a este producto, le resto 2, el resultado es mayor o igual que
10, luego debemos resolver;

x> +x —2>10, que relacionada con cero es; x> +x — 12 >0.
Si resolvemos con la férmula general o cuadratica, tenemos que;

a=1,b=1y c=-12.

— 1=y -4 12)

X= 0 aplicando la formula cuadratica.

= @ resolviendo operaciones indicadas.
X= _1%\/@ resolviendo operaciones indicadas.
X =— 1; ! simplificando.
x, == 12+7:3 es una raiz.
x="1=T_ 4 .

2 2 es el valor de la otra raiz.

Con estas raices, 3 se general los intervalos:

4
(—o0; = 4], [-4;3]y [3; »)
Elegimos como valores arbitrarios: — 5,0 y 4, para sustituiren x> +x — 12 <0.

six=—5, (-5P+(-5)-12=25-5-12>0 se satisface.
x=0; (0)>+(0)—12= <0 no se satisface.
six=4, (4>+4-12 >0 se satisface.
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Recogemos los resultados en la siguiente tabla.

Valores de prueba -5 0 4
+ -
x* —3x 2 + - +

La solucion del problema, esta en (—oo; — 4] U [3; ), por definicidn de unidn, esto significa que
la solucién del problema esta en (— o; —4] 0 en [3; ).

Ya que estamos buscando dos numeros naturales, estos deben estar en [3, ), uno de ellos
es 3, y el consecutivo es 4, y se cumple que 3(4)—2=10>10.

La distancia de frenado d en pie, de un autobus que se desplaza a |

velocidad de vmll/h, estadada pord = % + v, encuentre las velocidades

cuya distancia de frenado, sean menor a 75 pie.

2
De acuerdo con el problema, debemos encontrar v talque 5—0 + v <75.

2
Para resolver esta inecuacion, debemos primero relacionarla con 0, esto es; % +v-—-75<0.

v+ 20v—1500<0 multiplicando por 20.

En esta inecuacion cuadratica, a=1, h=20 y ¢ =-1500.

v=— 20 ~(20)” — 4(1)(= 1 500) aplicando la formula cuadratica.

2(1)

v=_ 20 \/W haciendo las operaciones indicadas.
:w aplicando la formula cuadratica.

v :L;go resolviendo operaciones indicadas.

v :LJSO =30 resolviendo operaciones indicadas.

v =L2*80 =-50 descartamos este valor.

Este valor se descarta, ya que v no puede ser negativa.

v

Buscamos una velocidad tal que 20

+ v, < 75, entonces concluimos que v < 30 mill/h.
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Pedro y su mujer fueron a comprar granos, Pedro gasté C$ 50
menos que su mujer. Si multiplicamos el gasto de ambos, el resultado es [=
menor que C$ 600. ¢ Cuanto fue lo mas que gastdé cada uno para que el [
producto de sus gastos sea menor de C$ 6007?

» Sea x, la cantidad que gasté la mujer de Pedro.
» Pedro gastd C$ 50 menos que su mujer, luego gasté (x — 50).

» El producto del gasto de ambos es, x(x — 50), este producto es < 600, luego, debemos
resolver la inecuacion x(x — 50) < 600, que relacionada con cero es; x> — 50x — 600 < 0.

Si resolvemos con la férmula general o cuadratica, tenemos que;

a=1, b=—50 y c¢c=-600.

50 £~(50) — 4(1)(— 600)
X 2(1)
50 + (2 500) + 2 400
x= 2

50 £+42 900
X:#

aplicando la formula cuadratica.

haciendo las operaciones indicadas.

aplicando la formula cuadratica.

X = 50 ; 70 resolviendo operaciones indicadas.
X, _0 ; 70_ 60 resolviendo operaciones indicadas.
X, = 20 ; 0__ 19 este valor se descarta.

Lo mas que pudo haber gastado la mujer C$60, y Pedro, C$10, para que el producto de sus
gastos no pasara de C$ 600.

\

\\!\\

Q00

¢, Cuadles serian dos numeros enteros consecutivos cuyo producto sea no menor que 607?

Al cuadrado de la cantidad de dinero que tengo, le resto la sexta parte de lo que tengo, el
resultado es mayor que 20.

% , N0 es mayor que x>— 4.

64



I Inecuaciones en la Naturaleza

Multiplico el precio de mi pantaldn por la cuarta parte del mismo, el resultado es mayor o
igual que 5

Un numero es tal, que su cuadrado dividido, entre (22 mas el nUmero) no es menor que 26.

El precio del quintal de arroz es tal, que su producto, multiplicado por (su quinta parte
mas 1) no es menor que 13.

Si por cada cerdo que vendo obtengo C$ 2 500, cuantos cerdos tengo que vender para
obtener un ingreso de entre C$ 7500y C$ 12 5007

Encuentra dos numeros enteros consecutivos tales que al restar — 3, a su producto, el
resultado es mayor o igual que 10.

El ingreso que se obtiene por venta de x cajillas de huevos viene
dado por la ecuacion: x(5 — 0,5x), donde x representa el numero de
cajillas de huevos vendidas. ¢Cuantas cajillas deben venderse para ¢
obtener un ingreso no menor de C$1 200.

Don Juan y su mujer fueron al mercado, don Juan gasté C$ 60 mas
que su mujer. Si multiplicamos el gasto de ambos, el resultado es
menor que C$ 900. ¢ Cuanto fue lo mas que gasté cada uno?

El ingreso anual que don Jacinto obtiene por la venta de x numero de
cerdos, esta determinado por la ecuacion:

x(5 +0,2x)
cuantos debe vender anualmente para obtener un ingreso no menor de C$ 750.

Si la diferencia entre x(x + 1), y x(x — 1) es menor que 1 800. ¢ En que intervalo estaria el
valor de x?

Cuanto debe valer x para que 2 <x(x —2) < 30.
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Indicador de logro: Aplicar las propiedades de las inecuaciones con valor absoluto en
resolucion de la vida cotidiana.

El valor absoluto o médulo de un numero real, esta relacionado, con la nocién de magnitud y
distancia, en diferentes contextos matematicos vy fisicos.

El valor absoluto o modulo de un numero real, es su valor numérico sin tener en cuenta su
signo, sea este positivo (+) o negativo (-).

Asi, por ejemplo; el valor absoluto de 3.es; |3|=3 y el de -3, es; |- 3|=3.

Formalmente, el valor absoluto del
numero a representado por |a], se define:

a,sia>0
laj=4{ 0,sia=0
—a,s1a<0

éf Geométricamente, |a| representa una distancia, por tal razon,
s €S un numero positivo o cero, nunca negativo.

» Sia=5,a>0,luego de acuerdo con la definicién | 5 | = 5.
» Sia =0, de acuerdo con la definicion | 0 | = 0.
» Sia=-5,a<0,luego, de acuerdo con la definicién | -5 | = — (- 5) = 5. Véalo en el gréfico.

el 15|

1

‘ | —
0 1 2 3

,_-_
g B
D+
o+
3+
oo+
O +

T

~ 4

WS

3+

-

O +

Sencillamente, suma las distancias unitarias entre 0 y 5, 0 0
- y — 5. Magnitud que representan |- 5|y |5].

Encuentra cada una de las distancias y represéntalas graficamente.

a) Entre -3 y 3.
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b) Entre -8 y —3.

a) Ladistancia entre -3 y 3,es;|3—-(—3)=|3+3]|=6.

La distancia entre —3 y 3. es de 6 unidades.
3-(=3)=6

1
T

1

o
-
"
.
|
—
Ot
o 4
w4+

b) Ladistancia entre -8y —3es; [-3—(—8)] =|-3+8|=|5|=5.

La distancia entre — 8y — 3, es de 5 unidades.
=3-(=8)=5

L L L L L L L L L '
—9-8-7-6-5-4-3-2-1 0

Propiedades fundamentales Ejemplos
1) |-a|=ld =51=151=5
2)|a-b|=la-b| |-2.3|=-2.3]=2.3=6
V- g2
4)|la—b|=|a-b| 3-8/=18-3|=15|=5
5) lal® = |a’| - 6] = (- 6)’ =36

Encuentra los valores distintos de cero, que satisfacen la desigualdad |x| < 3, y represéntalos
graficamente.

> Six es positivo, los valores que satisfacen son aquellos mayores que 0 (a la derecha de

cero sin incluir 3 — —o
) O 1 2 3

6 El punto vacio en 3, indica que el 3 no se incluye.
A=
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» Six es negativo, los valores que satisfacen son menores que 0 (a la izquierda de cero) y

mayores que — 3, (a la derecha de — 3) sin incluir — 3, esto es; _g _5 B i (')

Por lo tanto los valores que satisfacen |x| < 3, son todos los que estan entre — 3 y 3, sin
incluir | los extremos, es decir:

=33 E E

Encuentra el conjunto solucién de la inecuacion x| = 2

» Six es positivo, los valores que satisfacen son los mayores o iguales que 2, incluyendo
el 2.

0123.. 0

» Sixes negativo, los valores que satisfacen son menores o iguales que - 2, incluyendo
- 2.

RN —

—e.—5-4-3-2-10

por lo tanto los valores que satisfacen |x| > 2, son todos los que estan a la derecha de
2 inclusive, o a la izquierda de - 2 inclusive. Esta situacion se representa como una union
de intervalos ya que [2; ) y (—o0; 2] no tienen puntos en comun.

) ) e e S
(= 00; 2] U [2; 0) -
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ACTIVIDADES

Analiza la teoria antes de resolver.

. Encuentra los valores distintos de cero, que satisfacen la desigualdad.

A x <3
Al x| <4
SIEETY
Al x+1)<5
5)ES!
) ES!
7l X >2
G0 <|x+]|

Il. Escribe la inecuacion con valor absoluto, que corresponde a la expresién dada.

x, esta entre — 5 y 5 inclusive.

x#0y, No es mayor que 5.

x+2, estaentre—1 y 1.

x > 0 siempre.

x,estaentre -y 5, 0 entre 5y oo.

X — 2, no es mayor que 1.

x + 1, es mayor que — 2 0 €s mayor que 2.

1 —x, esté entre — 4 y 4 inclusive.

Resolucion de inecuaciones con valor absoluto

Al resolver cualquier inecuacion, debemos tener en cuenta las siguientes propiedades:

Propiedad Intervalo
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Encuentre el conjunto solucién de la inecuacion | x + 2| < 3.

Este ejercicio, es justamente la aplicacion de la propiedad 1. Esta propiedad establece:

» Sabemos que si el valor absoluto de una expresion, es menor que b, entonces la expresién
sin su valor absoluto, es mayor que — b y menor que b.

x+2|<3 inecuacion dada.
-3<x+2<3 aplicando la propiedad 1.

Ahora, resolvemos la inecuacion simultanea que se forma.

-3-2<x+2-2<3-2 sumando — 2 en toda la inecuacion.
-5<x <1 sumando 2 a toda la desigualdad.

Lo anterior significa que los valores que satisfacen la inecuacion son aquellos comprendidos
entre — 5y 1, es decir; el intervalo o conjunto solucién, o valores que hacen verdadera la
inecuacion es (— 5; 1).

=50

. - . o x=2
Encuentre el conjunto solucidn de la inecuacion ’T‘ <2

La inecuacioén es de nuevo la aplicacion de la propiedad 1, entonces:

‘x 5 2 ‘ <2 inecuacion dada.

X—2

3 aplicando la propiedad 1.

[\

-2<

<

-2(3)< (X 3 2)(3) <2(3)  multiplicando por 3.
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-6< (%) (F)<6 efectuando operaciones indicadas.

Ahora, resolvemos la inecuacion simultanea que se forma.

-6+2<x—-2+2<6+2 sumando 2 en toda la inecuacion.
—-4< x <8 es la solucion buscada.

[—4,8] E :

Encuentra el conjunto solucién de la inecuacion 1 _22X <4,

La inecuacion es de nuevo la aplicacion de la propiedad 1, entonces:

<4 inecuacion dada.
4<l=2X 4y aplicando | iedad 1
—4<75=< plicando la propiedad 1.
1 -2x .
—4(2) 5( 5 )(2) <4(2) multiplicando por 2.
-8< (1 _22X) @<8 efectuando operaciones indicadas.

—-8—-1<1-2x—-1<8-1 sumando — 1 en toda la inecuacion.

-9<-2x <7 reduciendo.

S R

—

[\)
N —

) multiplicando por (_%)

g Recuerda, que al multiplicar una inecuaciéon por un numero
negativo, se invierten los signos de la inecuacion.
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gz X > —% multiplicando por (—%) e invirtiendo la inecuacion.

—fesesanseinateiniiid—s
[-3:3] 7 9
2 2

Ahora, resolveremos ejercicios aplicando la propiedad 2, segun la cual:

» Sielvalorabsoluto de una expresion algebraica es mas grande que b, [EXpresién algebraica ]‘

), entonces, la expresion algebraica (Expresién algebréica) es mayor que /» 0o menor

que

Encuentra el conjunto solucion de la inecuacion de |3x + 2| > 4.

La inecuacién es la aplicacion de la propiedad 2, entonces:

3x+2>4 0 3x+2<—4

Estas son dos inecuaciones que podriamos resolver simultaneamente.
3x+2>4 o] 3x+2<—-4 son las inecuaciones.

3x+2-2>4-2 o 3x+2-2<—-4-2 sumando — 2.

3x >2 o] 3x<-6 resolviendo.
3x(%) > 2(%) o] 3x (%) <-6 (%) multiplicando por (%)

3X(%) > (%) o] 3x (%) > (—éﬁ) simplificando por 3.

x>(;) o] X<— (3) es el resultado.
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Lo anterior significa que el conjunto solucion de la inecuacién esta conformado por todos los

numeros meros reales que estan, a la izquierda de — (2) 0 a la derecha de (3) lo cual genera

.. ) 3 3
una union de intervalos.

e >
[e-3JuEe) = 22 »

Encuentra el conjunto solucién de la inecuacion de |3 — x| > 4.

La inecuacion es de nuevo la aplicacion de la propiedad 2, entonces:
3—-x>4 0 3—-x<—-4

Estas son dos inecuaciones que podriamos resolver simultaneamente.

3-x>4 o] 3J—x< -4 son las inecuaciones.
3-x—3>4-3 o 3—-x—3<-4 -3 sumando - 3.

-x >1 o} -x <=7 resolviendo.

-x(—-1 <1(-1) o —x(=1)>—=7(=1) multipliocando por (— 1).
x <—-1 0 x>7 es el resultado.

Lo anterior significa que el conjunto solucion de la inecuacién esta conformado por todos los
numeros reales que estan a la izquierda de — 1, incluyendo — 1, o a la derecha de 7, incluyendo
7, esto genera una union de intervalos.

(=0, = 1JU[7, ) PR e
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ACTIVIDADES

Analiza la teoria antes de resolver.

l. Encuentra el intervalo solucion de las inecuaciones.

x+2|<3
Al x-1<4
El 5> 2+ x|
3-x/<5
x| =1
x|>1
I1+2x|>3
3 <x +
)1 +2x]<3
10) AR
11) |2x3-i-1|52
12) R
|2x—1|<2
) -2l <3
) [4x+2>5
|2x—7|28
i Isx—11<4

[2-3x/<10
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Con tu compafiero del lado discute, a fin de resolver.

1) x-1<7

2) 3x*+2>7

3) 12+x=0

4) 2<10-x <20

5) 1<2+x2<9

6) 2+3x2<5

1) —2, satisface la inecuaciéon x -1 <7

2) EI0, es un valor que hace falsa la inecuacion x*+2>7

3) 5, es un valor que satisface la inecuacion 1 <2 +x <9

4) El conjunto solucién de 1 <2 +x <9, es una unién de conjuntos

5) El conjunto solucién de |2 + x | > 9, es una interseccién de conjuntos

xX*—6x+5>0
xX2+2x+1>0
x2—3x—4<0

x2=3x+2>0
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x2—6x+8>0
x*+2x+1>0
xX*=x—1>0
6x—5|<0
-2<x-3<10
[-9x +1|<5

X> 5—-4x

Robert, es pescador en Corn Island. Su ganancia neta diaria esta
dado por la ecuacién: x> — 7x donde x es el precio de cada librade -
pescado que vende. ¢ A qué precio debe vender si quiere que su
utilidad diaria sea mayor o igual que C$1 800.

Julio quiere cercar un terreno rectangular de 4 x 8 m, para hacer un
corral. Decide poner una vereda de 1 m de ancho, en toda la orilla. ¢,
Cual debe de ser el area maxima de la vereda?

¢ Cual es el intervalo que debe satisfacer, la inecuacién de segundo
grado cuyas raices sean los cubos de las raices de x*>—3x >—2.

Un alumno de algebra tiene calificaciones de 75, 82, 71 y 84 ;Qué calificacion debe de
obtener en la siguiente prueba para elevar su promedio a 807



Il UNIDAD

La espiral de Arquimedes (también® espiral
aritmética) obtuvo su nombre del matematico
griego Arquimedes, quien vivid e '

coordenadas polares. (r, 0) la espiral de Arquir
‘puede ser descrita por la ecuacion siguiente:

r=a+bo
Siendo a | cale
- parametre a cambia,

,que_b, icontrola la’ dis




MATEMATICA mmm

Indicador de logro: Grafica funciones: funcidon valor absoluto y funcién a trazos de
acuerdo a las caracteristicas de cada una y sus propiedades.

FUNCIONES ALGEBRAICAS Y
TRASCENDENTES EN LA NATURALEZA

Rememoracion de conceptos previos
La idea de correspondencia o relaciéon entre conjuntos, es muy comun:

» Correspondencia entre las utilidades y las ventas.
* Entre velocidad y espacio recorrido.
* Entre el tipo de trabajo y salario devengado, etc.

Consideremos los conjuntos numéricos no vacios, X e Y con la correspondencia f, mostrada
en el diagrama.

Se observa lo siguiente:

» f(1), es laimagen de 1 y también de V2. X Y

» f(-1), es laimagen de -1. o o

f
1 /\
Los puntos (s) dibujados en el conjunto X, .f(l)zf(\/f)
representan elementos de ese conjunto que no -1 9( ¢
estan relacionados con elementos de Y. o) £ (1)
o . Dominio Rango

» Los puntos (s) dibujados en el conjunto Y,

representan elementos de ese conjunto que no o o

estan relacionados con elementos de X.

* Los elementos del conjunto X que estan relacionados con los de Y, son las preimagenes
de f.

* Los elementos del conjunto Y que estan relacionados con los de X, son las imagenes de f.
* El conjunto de elementos de X, relacionados con los de Y, determinan el dominio de f.
« El conjunto de elementos de Y,relacionados con los de X, determinan el recorrido de f.

+ En este caso, el dominio de fes, D,= {— 1, 1,42}, y el recorrido es, R ={f(-1), f(1), f(/2)}
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I Funciones algebraicas y trascendentes en la naturaleza

Definicion de funcion

Una funcién, de un conjunto X en un
conjunto Y, es una regla que le hace
corresponder a cada elemento x del
conjunto X, un unico elemento del
conjunto Y.

Si se hace corresponder a cada elemento x del conjunto X, mas de un elemento del conjunto
Y, la regla de asignacion es una relacion.

9000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

En general, cualquier conjunto de parejas ordenadas,:
representa una relacién, en cambio la funciéon exige que a:

L]

cada preimagen le corresponda solamente una imagen. .

0000000000 OCOCOCS 000000000 0COCOCOIOIOSOS 0000000000000000000000000000000 o

00000000

Con los siguientes graficos, ejemplificamos estos conceptos.

y x2+y*=4 y
2)
X 1 (03 2) X
I
1,0 (1,0)
(Oa - 1)
Los puntos (-1; 0), (0; —=1) y (1; 0) En el grafico, el 0 tiene dos imagenes;
evidencian que a cada valor de x le 2 y — 2, luego, no representa una
corresponde una imagen unica, luego funcion, representa una relacion.
el grafico representa una funcion.
y?=2-x|Y
—_ o) El 0, tiene dos imagenes; -2 y 2

luego, el grafico no representa una
funcién, representa una relacion.
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Dominio y recorrido

* El conjunto de elementos de X, relacionados con los de Y, determinan el dominio de f.

* El conjunto de elementos de Y, relacionados con los de X, determinan el recorrido de f.

Recorrido de una funcion

El recorrido de una funcién real f, es el conjunto
de todos los numeros reales, que pertenecen a
la funcidén, esto es:

R.={yeR/(x;y)ef}.

Ejemplo 1

Analicemos los siguientes ejemplos.

a) En el gréfico de la derecha, el dominio es el conjunto de todos los
valores que toma x, puede verse que abarca los valores reales

desde — o0, hasta «, 0 bien, todos los numeros reales, el dominio
es;
X

(—1,(5\’/('1,0)

DR =( o ) 0

El recorrido es el conjunto de todos los y, desde — 1 (menor valor),
hasta + «, es decir;

R=[-1; o)
b) En el grafico de la derecha, el dominio es el conjunto de todos los
valores que toma x, puede verse que abarca los valores reales Xty =47
desde — 2, hasta 2, incluyendo los extremos, es decir, el dominio 2
es;
D.=[-2;2] 20 | oy
El recorrido es el conjunto de todos los y, desde — 2 (menor valor), T
hasta 2, es decir; el recorrido es; 0>
R.=[-2;2]
Ejemplo 2

Analice en cada caso, la funcion y determine su dominio.

a. f(x) =Vx b.y=

c.y=x*-3
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SOLUCION

a) Ala funcién f(x) = + Vx, se le antepuso el signo +, esto lo hicimos con el Unico objetivo de
recordarte que x tiene 2 valores, uno positivo y otro negativo, no obstante, para que
f(x) = + VX, represente una funcién, debemos considerar solamente una raiz, o sea, un
valor, ya que al ser, funcién, cada elemento x debe tener una unica imagen.

El dominio de f(x), es el conjunto de los numeros reales desde — «, hasta 0, ya que la raiz
cuadrada de un numero negativo, no existe.

Se puede escribir; D, = {x ¢ R/ =0 <x <0}, 0 se puedes escribir D, = (- oo; 0].

La x toma el valor 0, lo cual justifica, el intervalo cerrado en 0.

“

b) El grafico se extiende a lo ancho desde — w0, hasta — 1, luego, de —1, hasta «. ;Que pasa en
-1?

Sucede que si x =— 1, entonces y = ﬁ= % la divisidn por cero no esa definida, por esa
razon, — 1, no pertenece al dominio de f, esto se escribe;

D, =(=o0; —1)U(-1; o)

Cf - 1, no es parte del dominio de f, por tal razén no esta incluidz)
= en(—oo; — 1)U (—1; ).

c) En y=x*-3, la variable x, puede tomar cualgier numero real, por tanto su dominio es todo
el conjunto de los numeros reales, D, = R, que también puede escribirse D, = (- oo; o).

Ejemplo 3

Determine el recorrido o rango de cada una de las siguientes funciones.

a) f(x)=x b)y=x*-3

SOLUCION

La expresion R = {y e R/(x, y) f }, establece que el recorrido de f, son todos los numeros reales
y, para los cuales la funcién esta definida.

a). Observamos que f(x), esta definida para todos los valores de x, luego, el recorrido es:

R, = (= o0; o)
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b. La funcién y = x* — 3, es cuadratica, su ecuacion equivale a; y = x* + 0x — 3, donde;
a=1, b=0, ¢c=-—3 (b es cero ya que no aparece en la funcion)
De la funcion cuadratica sabemos que:

» Su grafico es una parabola, que se abre hacia arriba cuando « > 0, y hacia abajo cuando
a<o.

» Su vértice, es el punto mas alto en la grafica cuando a < 0, y el mas bajo, cuando a > 0.

» El vértice, se calcula con la férmula v =[—i; f(—i)].
2a 2a

Para calcular el recorrido de una funcion cuadratica,
{f es imperativo encontrar las coordenadas del vértice
o

L)

En el caso que nos ocupa, a=1, b=0. Como a es positivo, la parabola se abre hacia arriba y

el vértice es un punto minimo. Las coordenadas del vértice son —2—2 y f(— 2—%)

b\_
f(-2)=£(0)
' b
sustituyendo 55 Por 0
=0>-3=-3 el veértice es V=(0; —3).

El vértice (0, - 3), es un punto minimo, ya que a« = 1 > 0, luego, el menor valor de y, es — 3, por
tanto el recorrido de f es:

R.=[-3; )

f El punto (0, - 3), pertenece a la funcion, por tanto el intervalos
s es cerrado por la izquierda. .

El dominio y el recorrido de una funcion también se puede deducir a partir del grafico de f.
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y

G.3)

b)

I Funciones algebraicas y trascendentes en la naturaleza

Partiendo del grafico, determina el dominio y el recorrido de cada funcion.
a)

A/

SOLUCION

a) La extension del grafico en el eje x, (a lo ancho), es de —2 a 3, luego; D

D, = (= o0; o).

(1,0)

1
T x

c)

==--/~

La extension del grafico a lo alto, es — 1 a 3, por tanto R, = [ 1; 3].

/(,'o)= —=

=2 3]

b) La extension del grafico en el eje x, (a lo ancho), es de — « a «, luego; D, = R, o sea

La extension del grafico a lo alto, es desde 0, sin incluirlo, a «, por tanto R, = (0; ).

—

=

{

\!

V)
V)
o

=

las funciones.

c) Elgrafico en el eje x, (a lo ancho), se extiende, de 0, sin incluirlo, a «, luego; D, = (0; ).

El grafico a lo alto, se extiende desde — «, a oo, por tanto R, = (= o; o).

R ACTIVIDADES

Se sugiere al docente, hacer prueba diagndstica sobre estos conceptos.
l.

En base a la teoria estudiada determina, el dominio y el recorrido de cada una de

y=\2-x |¥
\\5\\
I ! -

—
ol
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y=\4-x

e

0,2)

[

2,0) .2 ¥

—r=

Encontrar el dominio y el recorrido de las funciones siguientes.

LLy=x*+1 3.y=2x+3 4. y=+x+2

5.y=4-%x2 7.2x—y+3=0 =3

8.y

Funciones definidas a trozos

Las funciones seccionadas, son también llamadas funciones a
trozos, ya que se trata de una misma funcién, que se define de
distinta manera, en cada uno de los subintervalos de su dominio.

Un ejemplo de la utilidad de las funciones seccionadas, es el
siguiente:

i; f(x) representa las ventas de articulos escolares, es claro “ : -
que estas son mayores al inicio del periodo escolar, y disminuyen durante el resto del afio,
esto significa, que la funcion que describe estas ventas, tiene comportamientos distintos, en
intervalos de tiempo distintos, se comporta de manera diferente; al comienzo, durante y al final

del afo escolar.

Como ejemplos de funciones seccionadas tenemos:

1Y

/o

3 5

X
En este caso, f, esta definida:

Como una recta en [0; 3).
Como otra recta en [3; 5).

Como una funcidén constante en
5; 7).

84

As

f, esta definida:

Como una recta en (— oo; 0).
Como parabola en [0; 2).

Como una funcidén constante en
(25 ).

En este caso, f, esta definida:

Como una funcidn cuadratica en
[0; 3).

Como una recta en [3; o).
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0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

. Los puntos que notomalafuncion, se representan graficamente ;
:g vacios (0). .
:.0.‘000.0‘0.00.0.0000.0.0.00‘0‘0‘.‘.000000.0.0.00‘0‘0‘.‘.0000'0.0.00 :

Ejemplo 5

Encuentra a partir del grafico, las imagenes de; 0, 3, 5, y 7 si estan 1y
definidas.

SOLUCION

a4
o

La imagen de 0, es 0. 3 5
La imagen de 3, es 2.
La imagen de 5 no existe, la funcion no esta definida en ese punto.

La imagen de 7, tampoco existe.

Ejemplo 6

Explica el procedimiento seguido para elaborar el grafico del ejemplo anterior, cuya funcion
X si0<x<3

correspondiente es f(x) ={ x—1 si3<x<5 .,
4 siS<x<7

La imagen de 0, es 0.

La imagen de 3, es 2.

La imagen de 5 no existe, la funcion no esta definida en ese punto.
La imagen de 7, tampoco existe.

SOLUCION

El primer valor del dominio de f(x) esx =0y el ultimo es x <7. A

3_.
Empezamos a graficar en el intervalo [0; 7), la primera parte del |
grafico de f que es f(x) = x, 0 y =x, es una funcidn lineal, ya que tanto
y como x tienen exponente 1.

Sabemos que el grafico de una funcion lineal es una recta, sabemos

también, que dos puntos determinan una unica recta, luego, para hacer el grafico de una
funcion lineal, es suficiente encontrar dos puntos de la funcion y ellos determinaran la recta.
Asignaremos a x, los valores extremos ya que son los puntos donde empieza y termina el
grafico del primer trozo.
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Primer trozo Segundo trozo
X 0 3 X 3 5
y=X 0 3 y=x—1 2 4

En el ultimo segmento la funcién es constante e igual a 4. Se grafica sin necesidad de tabla.

Funcion mayor entero

La funcion de parte entera o mayor entero, es una funcion f: R — Z; toma un numero real y
devuelve un numero entero mas proximo, sea por exceso, o por defecto.

Consideraremos aquella funcién, que a cada numero real asigna el numero entero, mas
préximo por defecto; se representa por f(x) = [x].

Por ejemplo; [~ 2,7] = - 3, porque — 3 es el mayor entero mas proxima a—2, 7.

[-3]=2, etc.

Ejemplo 7

El graﬂcq de f(x)= .[x], consta de seqmentos de Valores de x | [x]

recta horizontales, siempre que x, esté entre dos T o

enteros consecutivos. L o e
2 <x<-1]|-2 1 oo

. 1< x<0 | -1 —— —+—1

Esta funcion se representa por f(x) = [x], sus valores g =x< 1 [ o 32 11

y el grafico, se muestran en la tabla. 1<x<2 1 o 2}
2<x<3 2 0 a6

Observe que x no toma los valores derechos del

intervalo.

Ejemplo 8

X2 six<0

Grafica la funcion, y = f(x) = {X lsix>0

. Determine el dominio y el recorrido.
SOLUCION
Es importante enfatizar que f(x) representa una sola funcion, que a la

izquierda de 0, describe una parabola, que no esta definida en 0, y a la
derecha describe un segmento lineal, que tampoco esta definida en 0.

La funcion cuadratica y = x?, describe una parabola con;
a=1,b=0,y c=0, por tanto su vértice es:

vl g it B-E g o0
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Primer trozo

I Funciones algebraicas y trascendentes en la naturaleza

Segundo trozo

X 0 -1]|-2

X 0 2

y=x*| 0 1 4

y=x+1 1 3

El segmento de grafico, correspondiente a la funcidén cuadratica, se abre por la izquierda,

desde — o, hasta 0, y no esta definida en 0.

El segmento de grafico, correspondiente a la funcién lineal, se extiende a lo ancho desde 0,
sin incluirlo,hasta + «, luego 0, no pertenece al dominio de la funcién y por tanto el dominio es

D,=R - {0}.

Las dos ramas del grafico de f, suben desde 0, sin incluirlo, hasta + «, luego, el recorrido de f

es;

—

M

= (0; o).

«g’ ACTIVIDADES 3.2

I. Elabore las graficas de cada una de las funciones siguientes.

(-2 si x<1

m flx)=9 3 six=1

2 sil<x<3

-xX si x<0

E’ fx)y=9 1 six=0
3

si0<x<4

-x s1 x<0

m flxy=4 3 six=0

X st 0<x<2

1-x si—-2<x<2
mf(x)z X six>2

x—1 si—3<x<2

5)| f(x):{x+1 six>2

I si—-3<x<2

X—
f(x)={ x+1 six>2

fix) = {Xz“" st x <0

4-x2, six>0

1-x, si x<1

f(x)= 3, six=1

x+1, sil<x<3

1-x si—-2<x<2
f(x)z X six>?2

si x=4
) f(X) si 0<x<4

) f(x) =

2+1 si—2<x<?2
Six>2

2x+1 st x<1
f(x)— 3—-x  six=1
—-x+1 sil<x<3
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Grafico de la funcion valor absoluto

La funcién valor absoluto, y = f(x) = |x|, es una funcion, que se puede x>0 — casol
definir a trozos, ya que de acuerdo con la definicion, de valor absoluto || ) x=0 — caso2
de un numero, la funcion se transforma, en una funcién seccionada. x<0 —caso3

Para graficar la funcion valor absoluto de x, debemos considerar los 3 casos de su definicion;
Ejemplo 9
Grafica la funcion y = [x].
SOLUCION
X six>0-—casol

Por definicion; f(x) =I1xI={ 0 six=0— caso?2

—X six<0-—caso3
La siguiente estrategia, es aconsejable para graficar esta funcién:
» Asignar a x, el nimero que anula el valor absoluto, 0 modulo de x.

» Asignar ademas, nimeros a la izquierda, y a la derecha, del valor que anula el médulo.

En la definicion de valor absoluto, se ha destacado en rojo, el valor que hace 0 el médulo.

31 vy=HK
X -2 -1 0 1 2
y=x|y=[2[=2]y=["1l[=1]y=[0[=0 |y=|l=1]y=]2|=2 T
a la izquierda de 0. valor nulo a la derecha de 0. “1: e 14 a

000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

. Aunque podemos asignar a x, cualquier valor real, por;
S@ comodidad, asignamos solamente valores enteros. S
:...‘OQ..O‘Q....OOOQ.....0.0.‘.‘.‘.0.000Q.....0.0.‘.‘.‘.0.000Q.....O.:
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Ejemplo 10
Represente graficamente la funcion f(x)=y=|x—1|.
SOLUCION

Por definicion;

x—1, six—1>0-—caso 1 six—1>0, entonces x>1 — caso 1
|x - 1|=— 0, six—1=0-—>caso2—{six—1=0, entonces x =1 — caso 2
—(x-1), six—1<0-—caso3 six—1<0,entonces x <1 — caso 3

El valor que anula el médulo es x = 1, entonces, debemos asignar a la variable x, valores a la
izquierda y a la derecha de x = 1.

y=lx-1]
X -1 0 1 2 N
y=k—1[[y=1-1=1 [y=00-1] [y=p-1 | y=p-1 \
==2/=2] =[=1j=1] =10/=0 =[1=1 b
a la izquierda de 1 valor 1 a la derecha =
de 1 1 2 3
Ejemplo 11

Represente graficamente la funcion fix)=y=|x|— 1.
SOLUCION

El valor que anula el médulo es x = 0, entonces, debemos asignar a la variable x; ademas del
valor que anula el médulo, valores a la izquierda y a la derecha del mismo.

Yy
X -1 0 1 2 3 Y=hi-T

y=k=T{y=-1-1 y=[0[=T]y=[1[=-1 |y=[2[-1 1

=1-1=0 =—1 =1-1=0| =2-1=1
alaizquierdade O | valor O a la derecha de 0 T .

I (-1; 0) /(130)|

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

5 El graficode y=|x|— 1, es el mismo de y = |x |, trasladado, una;
@ unidad hacia abajo. .

L]
L]
L]
00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000 o
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Ejemplo 12

Representa graficamente la funcion f(x) =y = |2x + 1]

SOLUCION
' 1
2x+ 1, §i2x+1>0 — caso 1 si2x+1>0, entonces x> 2—>cas01
12x + 1] = 0, si2x+1=0—caso2 —{si2x+1=0, entoncesx:—%ﬁcasoz
—(2x+1), si2x +1<0— caso 3

si2x +1<0, entoncesx <-— % — caso 3

Como podemos ver, asignamos a x, el valor - 1 valores a la izquierda y a la derecha de L

2’ 2
X -2 1 0
2 y=]2x+1] 9+
12x + 1 2x + 1 [2x + 1]
=2(=2) + 1 1 6T
=2x + =2|-+]+1 =[2(0) + 1]
=R+ [2)+ 1 oo 3
=-1+1/=0 | a
= -31=3 o N
1 1 1 RS T)) 1 2
menor que — 5 valor — 5 mayor que — 5

\

0=

;= ACTIVIDADES 3.2

\\

I. Elabora el grafico de cada una de las funciones dadas.
f(x) = [2x + 3|
f(x) = |- x + 2|
1
fx) =3~

fx) = |3 —x|
f(x) =2 — x|

B fx) =3x+1|
@l 0 =|x+2
Bl f0=15-x
B feo=|-x-1
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Indicador de logro: Plantea y resuelve problemas de su vida cotiana relacionados con
las funciones exponenciales y sus propiedades.

Funcién exponencial, base a

Funcion monotona

Antes de comenzar a estudiar las funciones exponenciales, necesitamos recordar el concepto
de monotonia de las funciones.

Una funcion es mondétona, si es creciente o decreciente. Una funcion puede ser creciente o
decreciente en todo su dominio, o en partes de su dominio.

Definicion de funcién monétona
Se dice que una funcién f es:
i. Creciente siy solo six, <x,, implica que f(x,) < f(x,).

i Decreciente siy solo si x, <x, implica que f(x,)> f(x,).

Ejemplo 13

Analiza el cumplimiento de la monotonia de la funcion, en cada uno de los graficos siguientes.

a. v b. v
/f(xz)

IR 5

sl ’

), L X fx)|

SOLUCION

a) El el grafico a, se observa x, <x,, ya que x, esta a la izquierda de x,, y, f(x ) < f(x,), ya que
la altura que determina f(x,), es menor que la determinada por f(x,). Luego la funcion es
creciente.

b) El el grafico b, se observa x < x,, ya que x, esta a la izquierda de x,, pero , f(x,) > f(x,), ya

que la altura que determina f(x,), es mayor que la determinada por f(x,). La funcion es
decreciente.
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Ejemplo 14
Analiza en el grafico el cumplimiento de la monotonia de la funcion.
SOLUCION

En el grafico muestra que la funcion alcanza su maximo v o
valor, en los puntos R y Q. En el punto P, alcanza su valor R

L. Crecg_/ \'\ Decrece /_‘\
minimo. I — . X
X

"4 T T T
Xl X2 3 \
L . . . . Decrece
El grafico sigue el siguiente comportamiento:

» Crece alaizquierda de x, y a la derecha de x..

Crece

« Decrece a la derechade x,y a la derecha de x,.

Leyes de los exponentes

Recordaremos ahora las leyes de los exponentes ya que las utilizaremos en el estudio de la
funcién exponencial.

Sean a, b numeros reales, m y n, enteros, entonces, se cumplen las siguientes propiedades.

Propiedad Ejemplos
7 veces
1) 1.qm.x gn=gn*o 23.04=23+4=27=2.2.2.2.2.2.2 =128
2) 2.am b"=(a-b)" 2.3 =(2-3F =6'=6-6-6=216
. 2 =p33=22=2.2=4
3) &r=gn-n 2
: Zopgeao(lf-l0o)
% =2 = 15]=2'7 4
m m 5 5
4) L-(%) 2=3-2-2.2.2.2.2-2
oA o1 1_(dy_11_1
5) g 2= ge=l =g
6) (@) —a"m @ —25—0010-00-0:22—64
7) Y@= =a", n>0 I =57=5=5.5=125
8) at=1a,n>0 257=25=%5
9) @=1, a0 25 =1, 99°= |
10) 0"= 0, n >0 05=0, n>0
11)0°, no esta definido
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0.0.‘000.0‘O.‘0.0QOOO0.0.0..“0‘0‘.‘.000000.0.0.00‘0‘0‘.‘.0000.0..0.0. L]
. Ten en cuenta que en «*, la base, a no puede ser negativa, ya.
Z@ que no existe un valor de x tal a* sea menor que 0. .
L] L]
:.0.‘000.0‘O.‘0.0QOOO0.0.0..“0‘0‘.‘.000000.0.0.00‘0‘0‘.‘.0000.0.0.0. :

Definicion

La funcién definida por f(x) = a*, con a >0, a # 1, x cualquier numero real, se conoce como
funcion exponencial de base a.

Ejemplo 15

¢, Cual de las siguientes funciones es exponencial?
a) f0=y=(3],

b) 0= (4],

c) f(x)=y=3x+2%

d) f(x)=y=2*+1.

SOLUCION

1

a) Es una funcion exponencial de base 7 <L

b) Es una funcién exponencial. Es la funcion, f(x) = % (29).
c

d

No es exponencial. Es la suma de la funcion lineal y = 3x, y la funcion exponencial, y = 2*.

)
)
)
) Es una funcién exponencial de base 2.
Ejemplo 16

Grafica la funcion exponencial; f(x) = 2* y determine sus caracteristicas.
SOLUCION

Asignemos a la variable x, los valores que aparecen en la tabla.

X -2 -1 0 1 2 3
y=2* 92 :(l)zz 025|21=2=0,5

1
2
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Con esta informacién se hace el grafico. Del grafico deducimos las
siguientes caracteristicas de una funcion exponencial de base real
mayor que 1:

* El dominio es el conjunto R.

* Elrecorrido (0; «) .

« El gréfico de fintersecta al eje y en (0; 1).
e La funcidén es creciente.

+ El grafico no intersecta al eje x, es decir; que el eje x una asintota horizontal.
Ejemplo 17
. ., 1Y\
Grafica la funcion; f(x) :(7)
SOLUCION

Asignemos a la variable x, los valores que aparecen en la tabla.

X ) -2 -1 0 1 2
i R

Con esta informacién se hace el grafico. Del grafico deducimos las
siguientes caracteristicas de una funcion exponencial de base real
mayor que 1:

* Eldominio es el conjunto R.

* Elrecorrido (0; ).

« El grafico de fintersecta al eje y en (0; 1).
e La funcién es decreciente.

» El grafico no intersecta al eje x; el eje x una asintota horizontal.

Ejemplo 18

) . 1Y\ . .
Graficalas funciones a) f(x)=2*y b)f(x) = (7) en el mismo sistema de coordenadas, establezca
las diferencias y semejanzas entre ambos graficos.
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SOLUCION

Del ejercicio anterior, conocemos, las caracteristicas de f (x) = 2*.

. —2 — 1 0 1 >
BT | @ | @2 [ ] o [ o
2 2*2=(%)72= 025 |2 =%=o,5 2'=1 2'=2 22— 4

Semejanzas

« Eldominio es el conjunto R.

* El recorrido (0; «).

* Los dos graficos, intersectan al eje y en (0; 1).

* Los dos gréficos, no intersectan el eje x, por tanto el eje x es
una asintota horizontal.

Diferencias

« f(x) =2% es creciente; conforme los valores de x aumentan, el grafico sube.
e fx)= (%) , €s decreciente; conforme los valores de x aumentan, el grafico baja.

Ejemplo 19

X

Represente en el mismo sistema de coordenadas los graficos de a) y = 3%, b) f(x) =(%)

¢, Qué caracteristicas comunes se desprenden de los graficos?

SOLUCION
Una tabla de valores conjunta es la siguiente:

X —2 -1 0] 1] 2
Y=3 | seo(ly=d=om [ 3=t-o033 | 1|39
0 =(3) (%)Zzg_j 4_om (%)*1: % o066 L[ 15] 225

Los grafico estan representados en distintos colores.
Las caracteristicas comunes son:

* Ambas tienen el eje x, como asintota horizontal.

* Ambas tienen en comun el punto (0; 1).
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%Zj’ ACTIVIDADES 3.2

. ¢Cuales de las siguientes funciones son exponenciales? Justifica la razén.
—o—(3Y

f(X)_y_(Z)a

fx)=y=1 +(%)

fly)=x=2Y+3,

f(x) =y =2*+3x.

\

\!

Il. Determina en cada uno de los graficos, el intervalo de crecimiento o decrecimiento
de la funcion.

E’ y=v2-x [¥

lll. Elabora el grafico de cada una de las funciones. Determina el dominio y el recorrido.
fx) =y = 3*
v 1Y
fx)=y=1+(1]
f(x)=3"*
f(x)=y=2"+3
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IV. Representa en el mismo sistema de coordenadas el par de graficos, establece las
semejanzas y las diferencias.

1 X

0l f0=2: f0=(5).

0 =(5) 109=(3),

2 X 2 - X

f00=(3. f00=(5).

Funcion exponencial natural

La funcion exponencial natural, es conocida como la funcion real y = ¢*, donde e es un numero
irracional, aproximadamente igual a 2,71828...

’ . P ., X \n
El numero ¢, se define como el “numero al que se acerca la expresion ( 1+ 7) , cuando n
se acerca al infinito.

. X \n
Veremos esto, asignando valores a n y observando los valores de ( I+ 7) :

1 1 lusié
n (E) 1+ (ﬁ) (1+L)” Conclusion
11 2 2 00000000
10 0,5 1,5 2 59374246 Con estos calculos, observamos
1000 0,2 1,2 270481383 que cuando n es muy grande (n
10 000 0,1 1,1 2 71692393 X \n
100 000 0,01 1,01 271814593  — ), el valor de (”7) se
1000 000 0,001 1,001 271826824  acercaa3.
10 000 000 0,0001 1,0001 2 71828047
100 000 000 0,00001 1,00001 271828184  e~2,71828. ..

1000 000 000 0,000001  1,000001 2 71828183 2<e<3

Definicion de funcién exponencial natural

La funcién exponencial natural esta definida por f(x) = ¢, para todo numero real x.

Utilizaremos ahora, dos graficos bien conocidos para valorar el grafico de y = ¢*.

Puesto que 2 < e < 3, la grafica de y = ¢* estara entre las graficos dey=3* y de y=2~
Representaremos esta situacion utilizando valores comunes para las tres funciones.

Los valores de ¢*, los obtendremos con la calculadora.

Si queremos encontrar el valor de ¢°, presionamos la tecla e** la calculadora muestra

en pantalla el numero 1, si presionamos la tecla €¢”' | la calculadora muestra en pantalla el
numero 3,05599..., si presionamos la tecla €2 , la calculadora muestra en pantalla el numero
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7,389056.... De esta manera encontramos los valores de la funcion e*, para cada valor de x.

Hagamos la tabla siguiente:

x -1 [ o] 1 2 -

y=2 | o5 [ 1] 2 4

y=e [ 036 [ 1 [271 ]| 738

y=3 1033 [ 1 | 3 9 «% L
-1 1 2

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

[ ]

. Utiliza un cuaderno cuadriculado, para que ubiques los puntos ;
2@ de la tabla y confirmes los resultados graficos. .
[ ] [ ]
[ ]
[ ]

Ejemplo 20
En el mismo sistema de coordenadas, grafica las funciones y=¢* y y=¢*
SOLUCION

En la tabla se muestran algunos valores (x; y) que se hallan con la calculadora.

y y=e

y=e | 036 | 1 [ 271 ] 7,38
y=e> | 271 | 1 | 036 | 0,13

En el grafico se siguen manifestando las propiedades de la funcion exponencial.

La funcion e tiene base e > 1.

El dominio es (— «; ), el recorrido es (0; «).
El grafico pasa por (0; 1).

Asintota horizontal; el eje x.

Es una funcion creciente.

La funcion e * tiene base é =0,36<1.

El dominio es (— «; ), el recorrido es (0; «).
El grafico pasa por (0; 1).

Asintota horizontal; el eje x.

Es una funcién decreciente.

98



I Funciones algebraicas y trascendentes en la naturaleza

Ejemplo 21

Represente en el mismo sistema de coordenadas, los graficos de a.y =e¢* — 1, b.y =¢*.
Establezca en cada caso el dominio y el recorrido.

SOLUCION

Consideremos la siguiente tabla de valores para graficar.

X -2 -1 0 1 2
y=e | 0,13 | 0,36 1 2,71 | 7,38
y=e |—0,8|-063| 0 1,71 | 6,38
-1

En el ejemplo anterior, hemos descrito las propiedades de las funciones y =¢* y y=e¢* — 1.
Puede verse, que el graficode y=¢* — 1 esigual al y =¢*, movido una unidad hacia abajo.

Si el grafico de y =¢*— 1, es el de y = ¢*, movido una unidad hacia abajo, luego; a asintota
horizontal también se movera una unidad hacia abajo, luego rectay = — 1 es la asintota horizontal

dey=e—1.
El recorrido, es: R.= (15 ).

=) ACTIVIDADES 3.5

Analiza la teoria, luego responde.

{

\!

I. Encuentre las asintotas horizontales de la funcion.

B fx) =

Bl (x=y=1+e
f(x)=e*+3
Bl fo-5-1

Il. Calcule el recorrido de cada una de las funciones dadas en I.

lll. En el mismo sistema de coordenadas grafica cada par de funciones y establezca
sus semejanzas y diferencias.

m y=e¢, f(x)=e *
y=1+¢e" f(x)=¢"
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y=e *+3,y=e*
f(x) = %X,er"
y=—¢, f(x)=e*
y=2e* f(x)=e *
y =2 f(x)=e*
y= ¢, f(x)=—¢"

Aplicaciones de la funcion exponencial

Interés simple

En una inversion, el interés simple, es pagado sobre el capital invertido o principal (P), que
permanece invariable. En consecuencia, el interés obtenido en cada intervalo unitario de
tiempo es el mismo. Los intereses obtenidos, no se reinvieten, por esta razén, el monto del
interés es calculado siempre, sobre la misma base (P). Los beneficios o intereses se retiran al
vencimiento de cada uno de los periodos.

El interés simple, se calcula con la formula I = Prt, donde
I, es el interés simple obtenido del capital invertido.

P, es el capital invertido o principal.

r, es latasa de interés asignada en cada periodo.

Generalmente, el interés simple es utilizado en transacciones de corto plazo (periodos a lo
mas de 1 afo).

Ejemplo 22

Si invertimos C$ 10 000, y al cabo de 30 dias, nos devolvieron C$ 10 500, ¢cual es el la tasa
mensual de rendimiento y el rendimiento obtenido?

SOLUCION

* El rendimiento obtenido, son los intereses obtenidos por la inversion.

* El porcentaje de rendimiento obtenido es la tasa pactada en la inversion.

El rendimiento obtenido es simplemente, la cantidad de dinero recibido al final de la inversion
menos el principal P (capital invertido).

C$ 10500 —C$ 10000 =CS$ 500 es el rendimiento o intereses obtenidos.
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I 500

La tasa (r), se despeja de la formula I=Prt, de donde se obtiene r = P 10000x1 — 005

es la tasa de rendimiento de la inversion en 1 periodo.

luego; r =

0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

Para escribir 0,05 como un porcentaje, solamente;
@ multiplicamos 0,05 x 100 y escribimos 5%. .

L]
L]
L]
L]

o0 0000

000000000000 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000

0,05, es equivalente a 5 %, luego la tasa a la que se colocé el principal fue, r = 5%.
Ejemplo 23

Al vender la cosecha de frijoles, Angel decide ahorrar cierta
cantidad de dinero al 25% de interés simple anual. Al cabo
de 18 meses, recibe C$ 5 000, de interés. ;Cual fue el capital
invertido?

SOLUCION

Antes de aplicar la férmula debemos tener en cuenta si la taza
es anual y el tiempo esta en afios.

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

El tiempo de la inversion esta en meses y la tasa es anual, «

g luego, convertimos el tiempo en afios escribiendo; % =1,5¢

[ ]
anos. .
[ ]

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000

0000000000

La formula del interés simple es I = Prt. Segun el problema, r es 25% = 0,25 anual, t es de 1,5
afnos, I es C$ 5 000, luego para encontrar el capital invertido o principal P, debemos despejarlo
de la férmula I = Prt.

P=P= rLt despejando P de la formula, I = Prt.

_ 5000 e
P_—O,ZS 1.5 12 333,33 es el capital inicial.

Interés compuesto y crecimiento poblacional
Consideremos ahora un capital de C$100 invertido a una tasa compuesta del 5% anual.

Al final del primer afo, el valor de la inversién es C$ 100, mas C$ 100 (0,05) = C$ 5 de intereses,
C$ 105=100 +5.

Para el segundo afio, el nuevo principal es de 105, al finalizar el segundo afio tendremos
C$ 105 + C$ 105(0,05) =C$ 110,250

=P+
$=P rﬂ@ es el monto obtenido en un ano.

et Tntere
nteres
Pricipal  Interes

En general, tenemos:
S = P(1+r) sacando P como factor comun.
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Para el segundo afio, el nuevo principal es de 105, al finalizar el segundo ano tendremos:
S=P+1P(1) _ }
oo Tmae €S el nuevo monto, obtenido en el segundo afio.
Pricipal del 2° afio
S =P(1+r)* efectuando el producto indicado.
S=P(1+r)* nuevo monto después de k periodos anuales.
Ejemplo 24

Suponga que C$ 10 000 son invertidos en una cuenta que genera el 6% compuesto anualmente.
¢, Cual es el monto obtenido al final de 10 afios?

_ ~ 10 afi ~600
P=C$ 10000, t=10 afios, =700

S =P(1+r)!® nuevo monto después de 10 periodos anuales.

S =10 000(1+ 0,06)"’ sustituyendo los datos del problema en la férmula.

S =C$10 000(1,06)"° S=C$ 17 908,47 es el monto al final de 10 afios.

Ejemplo 24

Suponga que C$ 10 000 son invertidos a una tasa anual del 6% compuesto trimestralmente.
a) ¢Cual es el monto obtenido al final de 10 afios?,

b) (Cual es el monto compuesto mensualmente?,

c) ¢semanalmente?

SOLUCION

a) P=C$ 10 000, t = 10 afos, en este caso, la tasa anual es el 6%, pero el periodo de la
reinversion sera trimestral, en 1 afio hay 4 trimestres, luego la tasa periddica sera el

=200 0,015 =1,5%,

La capitalizacién sera trimestral (cuatro veces al afio), luego en 10 afios, habran 10 x 4= 40
periodos de capitalizacion, por tanto:

S=10000(1+0,015)* es la formula del monto para 40 periodos.
S=10000 (1,015)* nuevo monto después de 40 periodos.
S =10 000 (1,015)* S=C$ 17 908,47 es el monto después de 40 periodos.
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b) P=$ 10000, t= 10 afos, en este caso, la tasa anual es el 6%, pero el periodo de la

reinversion sera mensual, luego la tasa periddica sera el r 2(0’1026)2 0,05=0,5%.

La capitalizacion sera mensual (doce veces al ano), luego en 10 afios, habran 10 x 12 = 120
periodos de capitalizacion, por tanto:

S=10000 (1 +0,005)"?° es la férmula del monto para 120 periodos.
S =10 000 (1,005)*° nuevo monto después de 120 periodos.

S=10000 (1,015)'* S=C$ 18 193,96 es el monto después de 120 periodos.

c) La capitalizacion sera semanalmente (52 veces al afio), luego en 10 afos, habran
10 - 52 = 520 periodos de capitalizacion, por tanto:

0,06
52

S=10 000(1 + )520 es la férmula del monto para 520 periodos.
S=CS$ 18 214,88 nuevo monto después de 520 periodos.

Una sustancia radiactiva decrece conforme a decrece conforme la ecuacion A=A e~ donde:
> kt es la vida media de la sustancia(tiempo que tarda en perderse la mitad).
» A, es la cantidad que quedara después de t afios.

> A, es la cantidad inicial de sustancia.
Ejemplo 25

¢ Qué cantidad de sustancia radiactiva queda, después de 3,5 afios, si 3 kg de la misma se
desintegran a una tasa del 20% por afo.

SOLUCION
Si al inicio habian 3 kg de sustancia, ¢ cuanto habra al final de 3,5 afios?
Para resolver el ejercicio, solamente tenemos que sustituir los 3,5 afios en la funcién

y =3e %%, luego
y =3e "0239=3¢~07=3(0,4966) = 1,48 kg
Es la cantidad que habra al final de 3,5 afios.

La férmula del interés compuesto se utiliza para calcular el crecimiento poblacional y es;
—_ t N
P=P (1 +r), donde;

» P esla poblacion que se desea calcular.

» P, es la poblacion inicial.
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» 1, es la tasa de crecimiento.

> t, es el numero de afios que se estan considerando.
Ejemplo 26

Un poblado de 600 habitantes tiene un crecimiento poblacional del 3%. ;Cuantos habitantes
habra al cabo de 8 afos?

SOLUCION

En este caso, la poblacion inicial es P es de 600 personas.

El tiempo es t= 8.

La tasa de crecimiento anual es i = 0,03.

P =600(1+ 0,03)* es la poblacion que habra después de 8 afios.

P= 760 sera la poblacion después de 8 afios.

—

=

{

\\

o
)
o

’ ACTIVIDADES 3.6

Analiza los ejemplos resueltos, luego puedes resolver.

. Suponga que C$ 25 000 son invertidos a una tasa compuesta anual del 5,5% .
Encuentra:

El monto compuesto cuatrimestralmente al final de 8 afios.
¢,Cual es el monto compuesto anual obtenido al final de 10 afios?

(Cual es el monto compuesto mensualmente al final de 7 afos?

Il. Lea detenidamente, analice los ejemplos resueltos y luego resuelva.

Dofa Carmen cultiva pifia en la zona de Ticuantepe, desea
ahorrar C$ 15 000 al 20 % de interés simple anual, Que
cantidad recibirg al final del afo?

Suponga que C$ 25 000 se invierten al 6% compuesto
anualmente. ¢ Cual es el monto obtenido al final de 10
afios ?
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Si C$ 20 000, se colocan al 3,75 compuesto 5,5% semestralmente, ;Cual es el monto
obtenido al final de 9 anos?

¢, Cudl es la cantidad de dinero que capitalizada cuatrimestralmente al 6%, arrojo, al final de
10 afos, un monto de C$ 36 280?

El De acuerdo con el Datos del Instituto Nacional de Informacion y Desarrollo de Nicaragua,
INDE, en el 2 005, la poblaciéon nacional era de 3 millones, para una tasa de crecimiento
anual de 1,7%. Estime con esa tasa de crecimiento, la cantidad de poblacion, para el afio
2020.

m De acuerdo con datos del Instituto Nicaragiense de Desarrollo (INDE), la poblacién
nicaraguense en 2007, era de 3,5 millones. ;Cual seria la poblacién aproximada ( en
millones) en el 2020 si la tasa en ese periodo fue del 2%?

De acuerdo con datos del Instituto Nicaragiuense de Desarrollo (INDE), poblacién la
migracion nicaragtiense en 1 955, fue de 10 mil personas incluyendo hombres y mujeres.
De acuerdo a proyecciones mismo organismo la tasa de migracion es de 1%. Estime la
cantidad, en miles, que habra migrado en el 2 0207?

Funcion inversa

Si f es una funcién biunivoca, entonces, para cada y en el recorrido de f, hay exactamente

un numero x en el dominio X tal que y = f(x), (figura a). Por la misma biunivocidad, podemos
definir una funcién g de Y a X, tal que x = g(y), (figura b).

a.y = f(x) b.x=g(y)

La biunivocidad de una funcién, se puede deducir también a partir de su grafico, aplicando la
técnica de la recta horizontal.

Si al trazar una recta horizontal a través de su grafico, esta lo corta en un unico punto, la
funcion es biunivoca, de lo contrario no lo es.
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<

y=[x+1]

Funcion no biunivoca

Otros ejemplos son los siguientes:

El diagrama representa una
funcién  biunivoca porque
a cada elemento de X,
le corresponde un Unico
elemento en Y, y a cada
elementode Y, le corresponde
un unico elemento en X.

El diagrama representa una
funciéon que no es biunivoca,
porque al elementoy de Y, le
corresponden dos elementos;
X,y X, en X.

Funcion biunivoca

Noes biunivoca porque acada
elemento de X, le corresponde
un Unico elemento en Y,
pero a cada elemento de Y,
no le corresponde un unico
elemento en X.

Funcion inversa

Sea f una funcion biunivoca, con dominio X y recorrido Y,

* f(g(x)) = x para toda x del dominio de f.
* g(f(x)) = x para toda x del dominio de g,

entonces las funciones f y g son inversas una de la otra.

Si existe una funcién g con dominio Y y recorrido X tal que:
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Ejemplo 27

El diagrama, explica las razones que justifican la existencia
de una funcioén inversa g, determina en cada caso el
dominio y el recorrido de cada una.

f(x)=x+4
—_—

SOLUCION

En el diagrama se muestra una funcion biunivoca, donde f
y g son inversas una de la otra.

En la funcion f(x) = x + 4 vemos que;

f(-2)=—2+4=2(al2¢€X, le corresponde 2 € Y). g)=x+4
<—

f(-1)=—1+4=3(al—1¢€X, le corresponde 3 €Y).

f2)=2+4=6(al2eX, le corresponde 6 €Y).

» El dominio de fes D,={-2,-1,0, 1,2}, el recorrido de fes, R, = {2, 3,4, 5, 6}.
En la funcion g(x) = x — 4 vemos que;

g(2)=2-4=-2(al2¢€Y, le corresponde -2 € X).
g3)=3-4=-1(al3 €Y, le corresponde —1 € X).
g(6)=6—-4=2(al6 €Y, le corresponde 2 € X).

» El dominio de g es Dg ={2, 3,4, 5, 6}, el recorrido de g es, Rg ={~2,-1,0,1,2}

0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

La funcion inversa de f, se representa por f !, donde —1, no es.
@ exponente, es una notacion de funcion inversa. .
L]

L]
0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

o0 0000

Ejemplo 28
Comprueba en cada caso, que las funciones son inversas una de la otra.
a) fx)=x+4y f'x)=x—4

b) f(x)=¥ yfl() 4X+3
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SOLUCION
a. Para comprobar que las dos funciones son inversas una de la otra, debemos demostrar que

f(f1(x)) =  (fx)= x.

f(f '(x)) = f(x — 4) sustituyendo f'(x), por x — 4.
=[(x —4) + 4] sustituyendo la x de f por, x — 4.

=[x —4 +4]=x luego, f(f '(x)) = x.

Ahora, debemos probar que f'(f(x) = x.

f1(f(x)) =f '(x + 4) definicion de funcion inversa.
=[(x +4) — 4] sustituyendox+4enlaxdef.

=[x +4—4]=x luego, f '(f(x)) = x.

Por tanto, f(x)=x+4 y f(x)=x—4, son inversas una de la otra.

b. f(x)= 2x4— 3 y £(x) = 4x2+ 3
4x + 3
f(f '(x)) = f(4x2+ 3) sustituyendo f 7'(x), por (T)
4x + 3
( 2 )— 3 (4x + 3)
= 4 sustituyendo la x de f por, 7).
2/(4)( + 3) 5
= —/%/r— simplificando por 2.

4x +3 -3 _
=—"4  reduciendo.

= %~ luego, ff '(x)) - x.

Ahora, debemos probar que f!(f(x)= x.

2x -3 L o
X4 ) definicion de funcion inversa.

fI(f(x)) = £ (

A2 L (2x-3
=5 sustituyendo lax de f 1por,( 4 )
:w =x simplificando por 4.
= 2—; =x luego, f'(f(x)) = x.
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—

%“/’ ACTIVIDADES 3.7

{

\\

—a

Analiza los ejemplos antes de resolver.

I. De acuerdo a cada uno de los dibujos, determina si corresponden a una funcién
biunivoca. Justifica. Determina ademas, a partir de cada grafico, el dominio y el
recorridode fy f!

fx X—> A (1) {0 X———> T 2) fxp X ———> Y 3) fxp X ———> Y (4)

Il. Determina, a partir de cada grafico, el dominio y el recorrido de f.

y (M 3) y “)

lll. Utilizando la propiedad de las funciones inversas; f(f—1(x)) = f-1(f(x)) = x. Determina
cuales pares de funciones son inversas una de la otra.

fix)=x+2, fli(x)=x-2

x—1

fx)= "5, f'(x)=2x+1
f(x) = 2X4_2,f’1(x)=4x+2
2x—1 2x +2

B fx) =" ') =
X

= 251 P = X5
fix)=2x +4, fi(x)=2x—4

+ w

1
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Indicador de logro: Plantea y resuelve problemas practicos relacionados con las
funciones logaritmicas y sus propiedades.

Funcion logaritmica

En matematica, el logaritmo de un numero real, es el exponente al cual hay que elevar la base
positiva, para obtener dicho numero. Por ejemplo, el logaritmo de 1 000 en base 10 es 3, porque
1 000 es igual a 10°.

Definicion

La funcién logaritmica con base a (a>0), a # 1, es la inversa de la funcion exponencial de
base a.
y=logx siysolosi x=a".

Las dos ecuaciones de la definicion; y = log x, y x = a’,son equivalentes, la razén es que la
funcion exponencial y la logaritmica, son inversas una de la otra.

La ecuacion y = log x, se llama forma logaritmica y x = &' se llama forma exponencial de la
funcion logaritmica.

Hay que dominar la conversién de una forma a otra, ya que para graficar la funcion logaritmica,
necesitamos escribirla en su forma exponencial. Vea esto en el cuadro que sigue.

Forma logaritmica Forma exponencial

a. log,u=2 — 5’=u
b. log 5_ D) — (\/§)2= 5
C. 1 — 8=
log,,8 = 3 Vo4
d. 1 1
logzﬁ=—4 - == E
e. r=logpq — p'=q
f. w=log, 2t+3) — 4¥=2t+3
g log, x=5+2z — 3PrE=x
h. logx=3 — 10°=x
i. Inz=x+y — e*V=z
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Esta es una lista de formas logaritmicas de uso necesario para resolver ejercicios.

Logaritmos de base a

Logaritmos de base 10, o

Logaritmos naturales

l.log 1=0 5.1og1=0
2.log a=1 6.log 10=10
3.log, a*=x 7.log 10 =x
4. gl =x 8. 10lex=x

logaritmos comunes

9.In1=0
10.lne=1

11.lne*=x

12. ehx=x

Para facilitar la asignacion de valores a y = log_ x, la escribimos en su forma equivalente: como

x =3Y y asignamos valores a .

\O| —
UJ\»—A

El grafico muestra la simetria de las funciones exponencial y logaritmica, respecto a la recta

y =X.

Ejemplo 29

Grafica en el mismo sistema de coordenadas las funciones: y = log x, y y = log ,x. Establezca
ademas las semejanzas y diferencias entre ambas.

SOLUCION

Para resolver, decidimos primero escribir las funciones, en su forma exponencial equivalente;

y =log,x, es equivalentea x=2'

y =log, ,x, es equivalente a x =(%)Y

Asignemos valores ay. Arbitrariamente hemos elegido para vy, los valores: —2,-1,0, 1 y 2.

y 2 [-1lo 1] 2
(1

X —( > )y 4 | 2] 1105 025

x=2¢ |o025 [os| 1 [ 2] 4
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Los puntos de la tabla correspondientes a x = (%)y son:
(4;-2),(2;—1),(1;0),(0,5; 1),y (0,25; 2)
Los puntos de la tabla correspondientes a x =2Y son:
(0,25, -2),(0,5; —1),(1;0), (2, 1), y (4;2)
Del grafico se deducen las siguientes propiedades:

Semejanzas Diferencias

* El dominio es (0; ).
* Elrecorrido es (— o; )

* Intersecta al eje x, en (1; 0)
* Nointersecta al eje y.
+ El ejey, es asintota vertical.

+ y~=log, x, es creciente.
+ y=log,,x, es decreciente.

Los logaritmos de base e se llaman logaritmos naturales o Neperianos. Estos logaritmos
fueron introducidos por John Napier a principios del siglo XVII, como un medio de simplificar
los calculos.

Al representarlos, se sobre entiende la base, y se escriben como: In x

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000 o

De la equivalencia de las expresiones y=Inx y x=¢? se.

L]

. deduce: .
° Ine=1y Inl1=0, °
. yaque paraguex =1.enx =e¢? 'y, tendria que ser cero. .
00000000 OC0OCGCOCOOSINSIS 00 000000000 000000000000000000000000000 000000 O0OGCOGOIOOINOSIOS O

Ejemplo 30

Grafica la funcioén y = In x.

SOLUCION

Los valores de la funcion y = In x, se calculan directamente en la calculadora, con la tecla Inx
Solamente podemos asignar a x, valores positivos, ya que el dominio de la funcién es (0; ).

@,1,38)

In x 0 0,69 | 1,09 | 1,38
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=) ACTIVIDADES 3.8

Analiza los ejemplos del material, luego resuelve.

!0

\\

(<))

I. Justifica el cumplimiento o no de la definicion de funcién logaritmica.

y=10g53
y=1In9

Bl vy = log, (- 10)
B vy =log, 6
Bl y=log,, 10
B y=mn7

K] v =1og300
m y=Ine

E’ y=log 11
KO y=log , 15
K] y-=m25
112) y=log, 6

Il. Cambie cada expresién logaritmica por su equivalente expresiéon exponencial.

log,, 100 =2
log, 8 =3
log, 49 =2
log, 256 =4

log, b=6
log, 9=t

lll. Elabore cada uno de los graficos de las funciones dadas, determine su dominio y
recorrido.

f(x) = In (2x) f(x) = log, x

f(x) = log, , x f(x) = log, x
f(x) = 2Inx f(x)=Inx +1
f(x) =1n (— x) f(x) =y = log2x

113



MATEMATICA
Ecuaciones exponenciales
Se denomina ecuacion exponencial aquella en la cual la incégnita aparece unicamente en los

exponentes. Para resolver estas ecuaciones se recurre a las propiedades de la potenciacion,
radicacion, de logaritmos y cambio de la incognita por otra.

Definicion

Una ecuacion exponencial es aquella en la cual la incognita aparece unicamente en los
exponentes de potencias para ciertas bases constantes.

» Como ejemplos tenemos;

a) 2%=17
b) 2+ =128
¢) 227°=32

Al resolver ecuaciones exponenciales, tendremos en cuenta la propiedad de igualacion de

bases: Sia* =a’, entoncesx=y .

Ejemplo 31
Encuentre el valor de x en la ecuacion 2* = 128.
SOLUCION

2¥ =128 ecuacion dada.
2x =27 escribiendo 128 como potencia de base 2.

x =7 propiedad exponencial.

Ejemplo 32
Encuentre el valor de x en la ecuacion 22+6=32.
SOLUCION

2¥+6= 32x gcuacion dada.
2:%+6=(25) reemplazando 32 por 2°.
»2+6= 25 aplicando leyes de exponentes.
x>+ 6 =5x lgualando las bases.
x*—5x + 6 =0 ordenando la ecuacion resultante.
(x —3)(x — 2) =0 factorizando la ecuacion.
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X =2, X,=3 son las soluciones de la ecuacion.

Ejemplo 33

Encuentre el valor de x en la ecuacidon 7*+ 7¢'= 8.
SOLUCION

7*+ 7%~ '= 8% ecuacion dada.

7+ 7(7)"'= 8¢ aplicando leyes de exponentes.
7%(1 + 71 =8¢ sacando factor comun.

7*(1 +%) = 8¢ propiedad de exponentes negativos.
7 7_;1): 8 sumando fracciones.

7x %) = 8" sumando fracciones.

7

1 X X
(%)z (8—) = (ﬁ) dividiendo toda la ecuacién por 7*.
x =1 propiedad exponencial (igualando bases).

{

Analiza los ejemplos del material, luego resuelve.

I Funciones algebraicas y trascendentes en la naturaleza

=) ACTIVIDADES 3.8

I. Encuentra en cada caso, el valor de la variable x.

(16)*=2

=15

El Qsx—1=g]x+2
LY

(-2

B 2 =64

] 3+ =81 !

m Q 10x-2 — @]2x+4

=Ll
15) JEURE

o - = ol
=5
(10) =6
g2 =2
7 (L)'= 128

16) 910x—2 — 272x+4
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Indicador de logro: Aplica el concepto y las propiedades de logaritmo en la solucién de
ejercicios.

Ecuaciones logaritmicas

Las ecuaciones logaritmicas son aquellas ecuaciones en la que la incognita aparece afectada
por un logaritmo.

Antes de resolver ecuaciones logaritmicas, rememora las propiedades estudiadas en 3,8.

Definicion

Una ecuacion logaritmica es aquella en la cual la variable a despejar es el argumento de un
logaritmo.

Como ejemplo tenemos; log x* =81, es una ecuacion en la que el argumento del logaritmo es x*.
Para resolver las ecuaciones logaritmicas, debemos tener en cuenta las siguientes leyes:

Leyes de los logaritmos

Para cualquier par de numeros reales My N se cumple:

i. log MN =log, M +log, N.
ii. log (M)=1log M—1 :
11 oga( N) 0g, og N
iii. log M ¢ = c (log, M).

3.0-‘CQ0.O‘0.OQI(;g.aO(QA}Q—;OJ\})O;HE)éa"A}‘—’:fo’g‘a.]Ov‘QlQCO.0000‘0‘0‘0..0.0.-..0.00 3
sg log, (M — N)#log, M —log N s
Ejemplo 34
Aplique las leyes de los logaritmos a cada ecuacion.

a log (xyx2+1)

XZ
(x-1)

o log, (¢ V2 + 1)
' (x- 1)

b. log,
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SOLUCION

a. log, (x Vx2 + 1) =log x+ log, (\/ﬁ) Propiedad i.

1 [ ’
=log x +log (x*+ 1)2 escribiendo la raiz como exponente.

=log x + % log (x* + 1) Propiedad iii.

b log, - ’_‘21)3 ~ log x> —log, (x — 1) Propiedad ii.
= 2log x— 3log, (x — 1) Propiedad iii.
log, ﬁ =log x*vx2+1-— log (x+ 1) Propiedad ii.
=log, x*+log x> + 1 — log, (x+ 1)’ Propiedad i
=3log x + % log (x*+ 1) —3log, (x+ 1) Propiedad iii.
Ejemplo 35

Aplique las propiedades de los logaritmos para resolver la ecuacion: logx + log(x + 3) = 1.
SOLUCION

logx +log(x+3)=1 ecuacion dada.
log[x(x+3)]=1 propiedad i.

Lo = 10! aplicando funcion inversa.
[x(x + 3)] = 10 definicion de logaritmo.

x?+3x —10=0 realizando operaciones indicadas.

Ahora debemos resolver la ecuacion cuadratica resultante.

(x +5)(x —2)=0 factorizando.

x,=—5 y x,=2 soluciones de la ecuacion.

La solucién x, = — 5 se descarta ya que al sustituirla en la ecuacion original tendriamos una
ecuacion sin sentido como:

log(—5) +log(—5+3)=1log (- 2), que no existe, por tanto la solucion es, X=2 .
Estamos ya preparados, paraaplicarlas propiedades de las funcionesinversasy particularmente,
de las funciones logaritmicas y exponenciales, estas las vimos en la seccion 3.8, no obstante

te recordaremos las siguientes propiedades:

4. gogx =x 8. 100ex=x 12. é"x=x
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La propiedad 4, establece que la base a, elevada a log x es x, esto se debe a que la funcion
exponencial de base « y la logaritmica de base a, son funciones inversas una de la otra.

Lo mismo ocurre con la propiedad 8, en este caso, la funcién exponencial base 10y lalogaritmica
de base 10, son funciones inversas una de la otra, ocurre lo mismo, con la propiedad 12.

Ejemplo 36

Aplique las propiedades de los logaritmos para resolver la ecuacion: log, x + log, (x +2) = 3.
SOLUCION

log,x +log, (x +2) = 3 ecuacion dada.

log, [x(x +2)] =3 propiedad i.

e Dl_ 93 gplicando exponencial base 2. x.

[x(x +2)] =8 aplicando propiedades.

x>+ 2x — 8 =0 resolviendo el producto y ordenando.

(x +4)(x —2) =0 factorizando la ecuacién cuadratica resultante.

x,=—4 'y x,= 2 son las soluciones.

Como en el gjercicio anterior, la solucion x, = — 4 se descarta, no tiene sentido.
luego, x=2 es la solucion.
Ejemplo 37

Aplique las propiedades de los logaritmos para resolver; In(x+6) —In(x—1)=In10 —In2.

SOLUCION

In(x+6)—In(x—1)=In10—In2 ecuacion dada.
358~ 1n L Propiedad ii

1 7)(:16 =1In5 simplificando.

¢*x1 aplicando e"* =x.

’;f? =5 propiedad exponencial.

X + 6 =5x — 5 multiplicando por (x — 1).
11 =4x reduciendo.

X =% dividiendo entre 4.
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Probaremos esta respuesta, % 275, para ello, sustituimos este valor en la ecuacién dada.

In(2,75+6) —In(2,75—-1)=1In % sustituyendo en la ecuacion original.

In(6,75) —In(1,75)=1n 5,2 la expresion tiene sentido, la respuesta es correcta.

luego, x=2,75 es la solucion.

Reduccion del logaritmo a una base comin

Consideremos w = log, u (de bsl:\se b), lo deseamos escribir en base, a, entonces escribimos
og, u

log b-

a

w, de la siguiente manera; w =

Amanera de ejemplo; supongamos que tenemos la expresion; log, 5, y queremos /1\
escribir el logaritmo con una base 7. Con una flechita, te sefialamos dénde pasar g 5= 08,5
el 5, y donde se pasar el 2, de este modo, hemos transformado un logaritmo de X log,2
base 2, a un logaritmo de base 7. S~

Ejemplo 48

Cambie log, 21 a la base 10.
SOLUCION

x = log, 21 escribiendo la ecuacion en forma logaritmica.

_log21

X = cambiando de base 3 a base 10.
log3

Para encontrar el valor de x, utilizamos la calculadora. ya que log de 21, se encuentra facilmente
utilizando la tecla @), automaticamente aparece el nimero 1,3222...

. 1,322
Similarmente, log 3 =0,477, por tanto, x = 0477~ 2,77.

Ejemplo 39

Resuelva la ecuacion log, x =2 + log x.

SOLUCION

log, x =2 +log x ecuacion dada.
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Antes de continuar se hace necesario, unificar las bases de los logaritmos, en este caso,
pasaremos el logaritmo de base 4 a un logaritmo de base 10.

_logx logx .
log, x = log 4~ 0,60 cambiando de base 4 a base 10.
log x . . -
0.60 — 2 + log x sustituyendo en la ecuacion original.

log x =2(0,6) + (0,6)logx multiplicando por 0,6.
(logx— 0, 6 log x) = 1,2 asociando los logaritmos.
0,4 log x = 1,2 realizando operaciones indicadas.
log x = (lfi = 3 despejando.

log x =3 despejando log 3.

10740x = 103 aplicando funcién inversa de base 10.
x=1000 es el valor de x.

Ejemplo 40

Resuelva la ecuacion log, x =—3 + In x.

SOLUCION
log, x=—3+Inx ecuacién dada.

En este caso, pasaremos el logaritmo de base 3 a un In cuya base es e.

_Inx_Inx :
log, x =13 =1.09 cambiando de base 3 a base e.

| .
lr,lo); =-3+Inx sustituyendo In 3.

In x =—3(1,09) + (1,09)Inx multiplicando por 1,09.
Inx=-3,27 + 1,09 Inx multiplicando.
In x — 1,09Inx = — 3,27 asociando los logaritmos.

—0,9 In x =— 3,27 realizando operaciones indicadas.

i x = =327
nX=70,09

In x = 36,33 despejando In.

despejando.

e =¥ x =% Es el valor de x.

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000

2@ La cantidad ¢°**, se deja sin desarrollar, porque es muy grande.

00 0000000000000 00000000000000000000000000000000000000000000000000000

0000000
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=W ACTIVIDADES

Analiza las propiedades logaritmicas del material, antes de resolver.

{

\\

I. Utilice las propiedades logaritmicas, para escribir como un sélo logaritmo.

3log.u + 4log.v
2log,u — 4log,v
m 3log.u — 4log.v
log,u — 3logw
X x+1 2
Bl in ( X )+1n -t -1)

x—1

log\5 — x — log,(x +2)
810g2m— 10g2%
B logV3x —2-log % +log 8
9)| log% 2 —x— log%(x +2)

Il. Encuentre el valor de x, en la ecuacion.

B log (2x + 1) = log (x + 6)
logx—log(x—1)=log4
Bl nx=mx-6

2In (— x) =In (x> — 6)

B log, 5x =log, 160

log, x =log, 5 +1log,9
log,, # =2

m log,(log,x) =2

lll. Cambia los logaritmos a la base 10.

log, 21 log, 89
log, 56 log e

El log,. 300 logn\/f
logl 70 log% 90

logj\/g
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Aplicaciones exponenciales y logaritmicas

Ejemplo 41

Se invierten C$ 10 000 en una cuenta, 4,5 % compuesto
anualmente. ¢En cuanto tiempo se generara un monto de
C$17 908,477

S=P(1+r)*, donde k, es el nUmero de capitalizaciones anuales.

Si el interés es anual, entonces se capitaliza una vez al ano.

17 908,47 =10 000(1+ 0,045)" nuevo monto después de t aios.

17 908,47 =10 000(1,045)" sustituyendo los datos del problema en la férmula.

17 908,47
10 000

1,79 = (1,045)" resolviendo.

= (1,045)t dividiendo entre 10 000.

Ahora debemos resolver la ecuacidon exponencial resultante, aplicando logaritmo.
log(1,79) = log (1,045)' aplicando log.
0,252 =log (1,045)" utilizando leg .
0,252 =t(logl1,045) aplicando el logaritmo de un exponente.
0,252 =1(0,0191) utilizando log .
0,252 :
0.0191 t despejando t.
t=13 afios es el tiempo requerido.

. Se obtiene el mismo resultado aplicando log o aplicando In.
g Resuelve en tu cuaderno aplicando In.

Ejemplo 42

El crecimiento de una poblacién viene dado por
P = P (1 + i)’ donde i es la tasa de crecimiento poblacional
anual y t el numero de afios. Si en Nicaragua, segun el Banco :
Mundial, éramos 6,08 millones en el 2013 con un crecimiento G !

del 1,5% anual, ;En que ano, seremos 10 millones?
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SOLUCION

De acuerdo con el problema;

> P,= 6 080 000.
» P =20000 000

> t no se conoce.

20 000 000 = 6 080 000(1 + 0,015 )* sustituyendo datos en P=P (1 +1i)".

%0&%) = (1 015) dividiendo entre 6 080 000.

3,28 =(1,015)" resolviendo.
In(3,28 ) =1n (1,015)' aplicando In utilizando In .
1,18 = t(In1,015) por el logaritmo de un cociente.

1,18 =1(0,0148) utilizando 1n .

1,18
0,0148

t=99 anos es el tiempo requerido.

despejando t.

Ahora sumamos 99 anos al 2013 que es el afo inicial que nos da el problema.
2013+99=2112 es el afio en que seremos 20 000 000.
Ejemplo 43

¢ Hace cuantos afos fue momificado un cuerpo, si en 1,451 gramos de material,
se encuentra una cantidad inicial de concentracion de 3 g de C-147

SOLUCION

M, =M, 0,886, donde:

> M, es la masa final en gramos.

> M,, es la masa inicial en gramos.

> 0,886, es la constante de proporcionalidad o decaimiento.
>

t, es el tiempo transcurrido en miles de afios.
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Por consiguiente, sustituyendo en M, =M, 0,886, tenemos:

1,45g =3g (0,886)" sustituyendo valores.

1,45 ¢
g

0,48 = (0,886)" efectuando operaciones.

= (0,886) dividiendo y simplificando g.

In 0,48 = In(0,886)" aplicando In.

In 0,48 = t[In(0,886)] propiedades de In.

- 0,733 =t(— 0,121) calculando logaritmos.
t=— 8}3?= 6,05 miles ya que el tiempo esta en miles de afos.
6,05 miles = 6,05(1 000) = t= 6050 afos .

\\

=) ACTIVIDADES

Antes de resolver, analiza las propiedades correspondientes.
Las estrellas mas brillantes, de flujo luminoso L, tienen s
una magnitud m de acuerdo con la férmula:
=6— L
m=6—(2,5) log L

i Calcule m, si L =10 L,

i Despeje L de la férmula en términos de my L.

La altura h en metros y el peso promedio W en kilogramos para
nifos de 5 a 13 afos es;

InW=1In24+1,8h

i. Exprese W, sin logaritmos en funcion de h.

ii. Estime el peso promedio de un nifio de 8 afios con una estatura
de 1,5 metros.
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B)] En el Banco Produzcamos de Nicaragua, se invierten C$1 000 al 12%, compuesto
trimestralmente. ¢ En cuanto tiempo se ha aculado el doble de esa cantidad?

B) La formula D = 5¢ °* sirve para determinar el nimero de
miligramos D de cierto medicamento en el flujo sanguineo de un
paciente, h horas después de su administracion. Cuando el
numero de miligramos llegue a 2 se debe suministrar de nuevo el
medicamento. ;Cuanto tiempo trascurre entre la aplicaciéon de
cada dosis, de inyecciones?

El Nicaragua es un pais sismico. La magnitud M de un temblor y su energia E, estan
: _ E
relacionadas por 5,8 = log (—2,5 X 1011).

¢ Cual es la energia E del sismo.
Para M = 5,8 grados en la escala de Ritcher.

m Para una compainiia, el costoy de producir x unidades de un producto esta dado por:
y=2xInx)+20.

Encuentre el costo cuando x = 6.

La regla de Young y la regla de Couling, presentan formulas para determlnar las d03|s de
medicinas para nifios a partir de la dosis de adulto, estas son: ¥ /
A A+1
© (A+ 12)‘1 C_( 24 )d
Regla de Young Regla de Cowling

donde A es la edad del nifio, d es la dosis de adulto, ¢ es la dosis de nifo.

¢ A qué edad las dosis son las mismas usando estas reglas?
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AUTOEVALUACION

Analiza y resuelve.

I. Completa la expresion, escribiendo el dominio y el recorrido de cada funcién.

1 Y (5, 600) (10,600
)y L o v

300+
R —

101 s, 10015, 100)
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Il. En tu cuaderno ilustre con un ejemplo cada una de las propiedades dadas.

lll. Utilice el grafico, para determinar el intervalo donde f crece o donde decrece, si sélo
crece o decrece.

- Crece

Decrece

14 Crece

1 1 x Decrece

IV. Comprueba que las funciones dadas son inversas una de la otra.

1) f)=3x 2 g(x) =252

2) g(0) =35, g =2

V. Haga el grafico de cada una de las siguientes funciones.

-2 x<1
1) f(x)= 1 six=1
2 si1<x<3

2) f(x)=|-2x|+1
3) f(x)=e*

4) f(x)=3%

5) f(x) =log,x
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VI. Resuelva las siguientes ecuaciones.

1) 52%)=8
2) log,(3x—2)=2

VIl. Resuelva los siguientes problemas.

1) Un cristal obstruye el 3% de la luz que lo atraviesa. El porcentaje de luz que pasa por n
cristales sucesivos esta dado por:

P= 760¢ %%n
Sin=10 ¢qué porcentaje de luz pasara a través del cristal.

2) Se colocan C$ 450,52 en el banco, al 8%, compuesto anualmente. Si me han generado la
cantidad de C$1 000, ¢,por cuanto tiempo he mantenido ese dinero en el banco?

3) ¢Qué cantidad de sustancia radiactiva queda, después de 10 afios, si la masa inicial es de
8 kg?

4) ;Cuantos afnos hay que esperar para 10 gramos de una sustancia radiactiva disminuya a
la mitad? M, = M (0,886)". (t en miles de aflos).
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LA TRIGONOMETRIA
EN EL AMBITO RURAL

a+b+c= 180°
circum ference = 27r
Las matematicas estan presentes en la naturaleza

Angular eccentricity arceos(a/b)
y varias pruebas de ello son las siguientes:

Are = zr

En el paseo podemos encontrar naranjos
cortados por el hombre en forma semiesférica,
' sus frutos si son esferas perfectas,
si nosotros los pelamos, sus gajos

a triangular y estan dispuestos
leyes de la trigonometria.
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Nota historica

La historia de la trigonometria comienza con los babilonios.

Los egipcios establecieron la medida de los angulos en grados, minutos y segundos.

Las funciones trigonométricas son de gran importancia en fisica, astronomia, cartografia,

nautica, telecomunicaciones, la representacion de fendmenos perioddicos, y otras muchas
aplicaciones.

Indicador de logro: Induce las razones trigonométricas a partir del planteo y resolucion
en triangulos, rectangulos de problemas practicos de su realidad.

LA TRIGONOMETRIA
EN EL AMBITO RURAL

Angulos y sus medidas

En trigonometria, los angulos se interpretan como relaciones de rayos que tienen un vértice
comun.

Un angulo se considera positivo si se mide en sentido contrario a las manecillas del reloj, y
negativo, si se mide en sentido horario.

y y
N Vértice Lado inicial > X
‘&-\0 0 ‘) Lado
60@ 2 negativo
Y/ Angulo KA B
positivo o
lqa/
|0 X
Vértice — —>
Lado inicial
Angulo positivo Angulo negativo

Existen tres unidades de medida de un angulo, de acuerdo a tres sistemas de medidas distintos.
Sistema Sexagesimal
En este sistema, se considera la circunferencia dividida en 360 partes iguales o grados. Cada

grado se considera, dividido en 60 partes iguales llamadas minutos y cada minuto en 60 partes
iguales llamadas segundos.

\ 1° = 60" (minutos) \ 1'=60" (segundos) \ 1°=60'=3600"
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Sistema circular

En este sistema se usa como unidad angular, el “radian”. Un radian es P
el angulo cuya medida del arco de la circunferencia, es igual al radio
de la misma.

§ = arco

‘ angulo| central

La longitud de una circunferencia es 2z radianes, es decir,
2(3,14...) = 6,28 rad

En muchas aplicaciones es necesario encontrar la longitud de un arco s, determinado por un
angulo central 6 en una circunferencia de radio r.

[ ] [ ]
. Si s =r, entonces el angulo 0 .
Z@ mide un radian. >
° °
. .

Ejemplo 1

Representar graficamente los angulos de: a. 2 radianes, b. 3 radianes, c. 5 radianes.

SOLUCION
o =2 radianes p =3 radianes v = 5 radianes
El arco mide 2 radios El arco mide 3 radios El arco mide 5 radios
Relacion grados - radianes
. _ 180 1o T di
i.1rad=—F grados ii. 1 130 radianes
Ejemplo 2

Escribe los siguientes angulos en grados minutos y segundos, si es posible.
a) 25,45°

b) — 30,16°.
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SOLUCION

a) Sabemos que 1° =60, luego el decimal 0,45° = 0,45 (60) =27, por tanto:
25,45°=25° 27’ (25 grados, 27 minutos)

b) — 30,16° = —30° (0,16)(60)’ = — 30° 9,6".

Ahora, reducimos los 0,6’ a segundos y tenemos: 0,6’ = 0,6 x 60 = 36", luego:

—30,16° = —30° (0,16)(60)’ = — 30° 9,6’=— 30° 9° 36”

Ejemplo 3

Escriba los siguientes angulos en radianes.

a) 45°
b) 240°
SOLUCION
1
a) Si I, esigual amrad 45° equivalen a 45° . 1;;0 = 415 (1; =%rad, simplificando por 45.
4
b) Si 1;[0 equivalen a 240° « % 21480(;[ , simplificamos por 60 y nos
4 n _4n
queda i O 3

0 LA simplificacion por 60, se puede hacer, simplificando por:
Z/EI todos los factores comunes que tienen el numerador y eI.
denominador. .

Ejemplo 4

Escriba los siguientes angulos en grados,

3n
a) >

n
b) 'y
SOLUCION

90
a) Si lrad = 12?[0 grados, entonces =+ 3“ equivalen a —1& . 3} :%QE: 270°.
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45
. 45(7
b) Si 1rad = lio grados, entonces 77“ equivalen a —1;& ] 77n = % =315°

Sistema Centesimal

El grado centesimal, también llamado gradian, o gonio, no pertenece al sistema internacional
de medidas, su uso ha quedado restringido a las areas de la ingenieria civil y la topografia, se
usa para medir angulos planos; 1 gradian, se define como el angulo central sustendido por
un arco de longitud 1/400 partes de la circunferencia. Cada grado centesimal, es igual a 100
“minutos centesimales” y cada minuto tiene 100 “segundos centesimales”.

1g equivale a 100 min Imin equivale a 100s 1g equivale a 10 000s

Equivalencias entre angulos basicos

Grados | 0° | 30° | 45° 60° | 90° | 120° | 135° | 150° | 180°

Radianes | 0 S e 2n 3n 5t T
3 2 3 4 6

Grados 210° | 225° | 240° 270° 300° 315° 330° 360°

R n [ 5n | 4n [ 3n [ 5z | 7n | lln
adianes 6 4 3 2 3 4

I 'y
6 4

21

Ejemplo 5
Convierta: a) a =% a grados, b)p=2agrados, c) convierta 30° a radianes.
SOLUCION

a) El angulo a no tienen unidad establecida, por tanto, esta en radianes:

T 180°

6 6 30

b) El angulo B, no especifica la unidad de medida, luego, se deduce que esta en radianes.
2=2(180%)_360° _ 14 6497°

- 3,14
Convertimos el decimal; 0,6497°, a minutos multiplicando por 60 minutos que tiene el grado.

(0,6497°)(60") = 38,980,
hacemos lo mismo para convertir los decimales de minuto a segundo y tenemos:

2 rad=114° 38" 59"

o=

©) 1" = 1500

radianes, luego 30° = 30° (%) % _
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Clasificacion de los angulos de acuerdo con su medida

La medida de un angulo es la abertura comprendida entre los lados que lo forman.

0°<6<90° > agudo
0 =90° > recto
90 <0 <180° > obtuso
0 =180° > llano
(4
a
Angulo recto: a = 90° Angulo agudo; a. < 90°
Angulo obtuso: Angulo llano: o = 180°
90 <o <180°

Angulo complementario y suplementario

a+ B =90° —— complementarios

Para cualquier par de angulos a y j, si {a LB =180° suplementarios

L. Ot) , son complementarios, ya que; (% . a) +a=90°.
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Suplementq,.i .
X oy B, son suplementarios, ya que la suma de ellos es 180°.

Te mostraremos como descomponer un angulo, dado en grados en su equivalente que
contenga minutos y segundos.

Al angulo de 60° que tienes a la derecha, se le quita 1°, entonces:

60° = 59° + 1°
60°=59°+ 1°

J
60°= 59° 60’

60°=159° 59"+ 1'
60°= 59° 59" 60"
Ahora descomponemos 1° en minutos y nos queda 59° 59" + 1".

Ahora descomponemos 1’ en segundos y nos queda 59° 59’ 60”".

De esta manera: 60° = 59° 59’ 60”. Verlo a la derecha.

Ejemplo 6
Encuentra el angulo complementario de 0, si: 6 = 35° 25" 30".
SOLUCION

El angulo complementario de 60, es el valor que le hace falta, para completar 90°, luego, el
angulo complementario es; a.= 90° — 0.

El angulo 6, esta dado en grados, minutos y segundos, por tanto para restar a 89° 59’ 60"
90°, un angulo dado en grados, minutos y segundos, debemos descomponer = — 35025 3"
los 90° en 89° 60" y luego en 89° 59’ 60", de esta manera restamos, grados 54° 34" 30"

menos grados, minutos, menos minutos y segundos, menos segundos.

El angulo complementario es: = @ = 54° 34 30"
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Ejemplo 7
Halle el angulo suplementario de 6, si 6 = 56,35°.
SOLUCION

El angulo 6, no es un numero entero, por lo que debemos convertir los 0,35° a minutos.

Sabemos que 1 grado tiene 60', luego 0,35°, tendra 0,35(60")
0,35°=0,35(60") = 21",

luego, el angulo 6 de, 56,35° es equivalente a 56°21'.

Teniendo en cuenta que el angulo suplementario de 6, es el valor angular que 179° 60’
le falta a 6 para que sea igual a 180°, en suplemento de 6 es: - 56°21"
123° 39

a=179°60"— 56°21'

El angulo suplementario es: = &= 123%39"

X ACTIVIDADES

=

—

—

=
V]
(V]

{

\\

Analiza la teoria y los ejemplos, antes de responder.
I. Dibuja en tu cuaderno:

Un angulo agudo.
Un angulo llano.
Un angulo obtuso.

Il. Escribe en la linea, la palabra agudo, llano u obtuso segun el angulo dado.

Si 0 = 50° entonces es
F] Si 6= 150° entonces
Si 0 = 90° entonces es
Si 0 = 180° entonces es
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lll. Resuelve las operaciones indicadas y completa.

179°60' — 56° 21' =
B 559° - 110°25' =
229° +25°15' =
B3] 200°60' + 56° 21' =

IV. Convierte los angulos dados a radianes.

K] o=400°

B) 6=20°
Bl p=35°

B) p=350°
V. Convierta los angulos en grados.

m a=4
B)o=2
B 6=35
4) R

VI. Encuentra el angulo complementario del angulo dado.

B 22°
B) 73°
15°

VIl. Encuentra el angulo suplementario del angulo dado.

B 27
110°
73°
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Posiciones de angulos en el plano cartesiano

Cuando un segmento de recta, ¢, se rota desde el lado inicial hasta el lado terminal, establece
un angulo que puede ser; positivo, si ¢ gira en sentido contrario al de las manecillas del reloj, y
negativo, si ¢ gira en sentido horario.

Ejemplo 8

Represente graficamente los angulos; a) —360°, b) 540°, c) 120°, d) — 150.

a) El angulo de - 360° se b) El angulo de 540°, se

SOLUCION

obtiene haciendo una obtiene haciendo una
rotacion completa en el y media rotacién en el
sentido horario. sentido anti horario.
y ‘y
\Jﬁou 0150“
0 X
c) El angulo de 120° es d) EI angulo de -150°
positivo, luego se obtiene es negativo, luego se
rotando en el sentido anti obtiene rotando en el
horario. 90° + 30° = 120°. sentido horario.— (90° +
60°) = -150°

Angulo en posicion normal estandar

Un angulo, en el sistema de coordenadas cartesianas, esta en posicion v
normal estandar, si su vértice esta en el origen, y su lado inicial coincide

con el eje positivo de las x. .|
La figura muestra un angulo positivo de %Tn en posicién estandar.

Angulo cuadrantal

Se les llama asi a los angulos cuyo lado inicial empieza en el eje x positivo y su lado termi-
nal finaliza en cualquiera de los cuadrantes del plano cartesiano, ya sea 90°, 180°, 270°, 360°,
otros...
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Los siguientes son angulos cuadrantales.

A A A A

‘\900 / \2700 / \360”
< > < =
N

\4 A\ 4 \4 Y

Angulo cuadrantal de 180° Angulo cuadrantal de 270°  Angulo cuadrantal de 360°

/\180“

Angulo cuadrantal de 90°

Angulo coterminal

Los angulos coterminales son angulos en posicion estandar (angulos con el
lado inicial en el eje positivo de las x) que tienen un lado terminal comun. Por
ejemplo 0° con 360°y 90° con 270° son coterminales. Q0 27

X

# 0/ 3600

Un angulo de referencia es un angulo agudo positivo que representa un angulo 6 de cualquier
medida. Este es el angulo mas pequefio formado entre el lado terminal de 0 y el eje x. Siempre
utilizamos éste ultimo como su marco de referencia y el procedimiento para medirlo dependera

Angulo de referencia

del cuadrante en el que se encuentre 0. (ver graficos).

4

3

0, \9

A

Angulo de referencia en el

A

Angulo de referencia en el

0
&/\

4

(-){
N

A

4

Angulo de referencia en el  Angulo de referencia en el

primer cuadrante segundo cuadrante tercer cuadrante cuarto cuadrante

—

%:_’ ACTIVIDADES

Responde en el cuaderno, lo que se te pide.

{

\

I. Dibuja en tu cuaderno, el angulo que se te pide.

Un angulo de 50° en posicion normal estandard.

Un angulo coterminal para 30°.
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E Un angulo coterminal para 150°.
B3] Un angulo coterminal de —270°.
B)] Un angulo de referencia para un angulo 6 de 200°.
m Un angulo de referencia para un angulo 6 de 275°.
Un angulo de referencia para un angulo 6 de 330°.

E)] Un angulo de 150° en posicién normal estandard.

ll. Representa graficamente los siguientes angulos

B sie=s50°
B Si6=150°
B sio=-125°
B3] Si6=90°
B sio6=180°
3] sio=-140°

Razones trigonomeétricas

Historicamente, las funciones trigonométricas, se definieron como razones, ya que al definirlas
para angulos agudos en triangulos rectangulos, no son mas que cocientes entre los lados.

En un triangulo rectangulo, distinguimos: la hipotenusa (lado mayor) y los lados perpendiculares
de menor tamano que la hipotenusa, denominados catetos.

Por comodidad nos referiremos a la hipotenusa como hip, al cateto opuesto como op, y al
cateto adyacente como ad.

Las seis razones trigonométricas para el angulo agudo a son:

Las razones directas: Las razones reciprocas:

» seno de o que se abrevia sen o » cosecante de a que se abrevia csc o

» coseno de a que se abrevia cos a » secante de o que se abrevia sec a

» tangente de a que se abrevia tan a » cotangente de o que se abrevia cot a
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Las 6 razones trigonométricas del angulo agudo o se definen:
op
1 == £
) sena ip @04» :
_ad ,‘;&e ;
2) cosa= hip E
3) tana= b B
ad
X cateto adyacente
hip
4) csca=75p
hip
5) seca= ad
ad
6) cota= op

Calcularemos ahora las razones trigonométricas del angulo o, utilizando
el triangulo de catetos a y b, e hipotenusa c. De acuerdo con las
definiciones anteriores tenemos:

—
~
[72]
o
=]
=]
I

IN
N
o
7]
6
=]
Il
’lc* gle ole olr ey oo

2) cosa

3) tana =

5) seca=
6) cota=

Los catetos son de menor tamafo que la hipotenusa, por tanto al dividir cualquiera de los
catetos entre la hipotenusa resulta un cociente menor que 1, luego el valor del seno y el coseno
de cualquier angulo, es siempre menor que 1.

Ejemplo 9

Encuentre los valores de las seis funciones trigopnométrica para el angulo 6 en los siguientes
triangulos.

a. b. c.

12
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SOLUCION

Calculemos para cada triangulo las funciones.

9

sen6=E=0,6
12
cosO=E—0,8 15
0 9
tan9=§=0,75
csc9=%5=1,6 0 [ ]
12
_15_
se06—12 1,25
_12_
cotE)—9 1,3
—i:
sen@—lo 0,6
:&z 10
cos 0 =77=0.8 .
_6 _
tan9—8—0,75 .
csc9=m=l6 8
6 b
sec9=m=1,25
8
_iz
cotf=¢ 1,3
_3_
senO—5 0,6
4 5
c059=?=0,6 3
tan 0= 0,75 ZO B
csc6=%=1,6
_5_
sec 0= 4 =1,25
cot9=%=1,3
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Los valores encontrados son los mismos, independientemente <
de las magnitudes de los lados del triangulo, lo que cuenta.
es, el valor de 6 que en este caso, es el mismo para los tres;

triéngulos. .

Ejemplo 10
Ecuentre los angulos o y B del triangulo de la figura.
SOLUCION
Conocemos solamente los dos catetos del triangulo, por tanto, a
utilizaremos la tangente o la cotangente para encontrar los angulos, ya
que la tangente y la cotangente, son las que relacionan los catetos del

triangulo.

El cateto opuesto al angulo a es 4 y el adyacente es 3, luego,

tan o = % =1,33. C B

3

Para encontrar el valor del angulo, primero debemos asegurarnos de poner la calculadora en
modo; grados, tecleamos el valor 1,33, presionamos la tecla y aparecera el valor de 53,13°,

luego | @ =53,13°

Para calcular el valor de 3, no hace falta repetir el procedimiento, sabemos que la suma de los
tres angulos interiores del triangulo suman 180°, pero el triangulo ya tiene un angulo recto (90°),
luego a + B completan los otros 90°, por tanto o + = 90°.

Tenemos ya, que a = 53,13°, luego f =90° — 53,13° = 36,87°, entonces:

luego P =36,87°

Ejemplo 11

Utilice razones trigonométricas para resolver el triangulo de la figura.
SOLUCION

Resolver un triangulo, implica encontar los valores que le hacen falta, ya A
sean, angulos o lados. En este caso, tenemos que encontrar los angulos

agudos y el lado b, el angulo recto, no lo tenemos que encontrarlo, ya 13
que mide 90°.
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Comenzaremos por hallar el angulo p.

Para encontrarlo, utilizamos la razén coseno, ya que conocemos, la hipotenusa y el cateto
adyacente a f.

cosPB= %: 0,923. Para obtener el valor del angulo, tecleamos en la calculadora, en grados, el
valor 0,923, presionamos la tecla , Y aparecera el valor de 22,63°,

luego P =22,63°
Para encontrar o, utilizamos la estrategia del ejemplo anterior. Ya que o y B, suman 90°, son
complementarios, luego:
a+ B =90° por tanto o +22,63° = 90°,
de donde o =90° — 22,63° = 67,37°, entonces:
luego @=67,37°

El lado opuesto a B, lo podemos encontrar, utilizando la razén seno o tangente de 3, también
podemos utilizar coseno o tangente de a.

Utilizando la razdn cos o, tenemos:

cos o= % aplicando coseno.
0,3847 = % sustituyendo cos a.
13(0,3847)=b multiplicando por 13.
5=b efectuando el producto.

luego b=35 . Los valores requeridos son:
B=22,63

o=67,37
b=35
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ACTIVIDADES

—2

I. Utilice razones trigonométricas para calcular los valores de lados y/o angulos que
faltan en cada tridangulo.

60° 0
y 2

:
20
[ y

Razones trigonométricas de angulos particulares

Recordaremos el teorema de Pitagoras, a fin de aplicarlo en los ejercicios que siguen.
Pitagoras fue un famoso matematico y fildsofo griego que vividé aproximadamente entre los
anos 582 a. C. y 507 a. C. Su nombre paso a la historia gracias al desarrollo del Teorema de
Pitagoras relativo a los lados de los triangulos rectangulos. Este teorema establece que:

“Entodo triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa, es igual a la suma de los cuadrados
de los catetos”.

145



IV UNIDAD

MATEMATICA mmm

En el triangulo de la figura, los catetos son a y b, la hipotenusa es c,

e 2 =a*+b* obien, c=vVa’ + b’
luego, segun Pitagoras:

De esta forma, podemos encontrar la hipotenusa, y cualquiera de los
catetos ya que del teorema se deriva que: a

@2=A—-b o, a=Ne — b , tambén b=c-a’o, b=c—a’
Ejemplo 12

Utilice el teorema de Pitagoras para encontrar los lados de los triangulos:

a. b. c. X
@
34 12 X
4

y

SOLUCION

Empezamos por escribir la féormula:

a)
c=a+b escribiendo la formula.
342=x%+30° sustituyendo.
1 156 =x>+900 resolviendo la potencias.
1 156 —900 = x? asociando 1 156 y 900.
256 =x? despejando x.
X =V256, x=16 es el valor de x.
b)
c=a*+ b escribiendo la férmula.
122=y2+ 42 sustituyendo.
144=y>+ 16 resolviendo la potencias.
128 = y? asociando 144 vy 16.
y =128 despejando y.
y=113 es el valor de y.
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c)

A=a*+ b escribiendo la formula.
162=x>+x2 sustituyendo.

256 = 2x? asociando las x*.

128 = x? dividiendo entre 2.

x =128 despejando x.

x=113 es el valor de x.

En este caso, el triangulo es rectangulo, isdsceles, ya que tiene dos lados iguales.

Razones trigonométricas para un angulo de 45°

El triangulo de la figura, es isosceles, luego, sus catetos son de igual
magnitud, sea 1 su valor. )
., , . , 50
El triangulo es rectangulo, luego tiene un angulo recto,

h=12
. . . . . 1
Debido a que es isOsceles, sus angulos agudos miden 45° cada uno.

Por el Teorema de Pitagoras, tenemos: 450

h*= 12+ 12=2, de donde h=+/2.

Ahora, aplicamos las razones trigonométricas, y encontramos los valores de las 6 razones.

o I o1 o_ 1 | cscd5°=+2 | sec45°=+2 o_
sen 45 N3 cos 45 Ni) tan 45° =1 cot45°=1

Valores de las razones trigonomeétricas para el angulos de 30° y 60°.
Consideremos ahora un triangulo equilatero ABC de la figura.

Por ser el triangulo, equilatero, sus lados, tienen la misma medida, sus
angulos también tienen la misma medida (60° cada uno).

Sea 2, el valor de cada uno de sus lados, ya que el tridngulo es
equilatero, la altura desde el punto A divide al lado opuesto B en dos
partes iguales, de tal manera que, el triangulo ABM, tiene las mismas B
dimensiones que el triangulo AMC.Utilizando el Teorema de Pitagoras,
en el triangulo AMC, tenemos:

22=12+(AM)’
4=1+(AM)
3=(AM)’ de donde AM =3
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Conociendo AM, podemos establecer los valores de las razones trigonométricas para 30° y

60°.
Razones trigonométricas para el angulo de 30°
sen 30° =% cos 30° = g tan 30° = \/% csc30°=2 | sec30°= \/% cot 30° =3
El mismo procedimiento seguimos para encontrar las razones trigonométricas de 60°.
Razones trigonométricas para el angulo de 60°
sen 60° = g cos 60° z% tan 60° =3 | csc 60° = \/% sec 60°=2 | cot 60° = \/L3—
Ejemplo 13
Haga un resumen de los valores de las 6 razones para los angulos de 30° 45° y 60°, en
radianes.
SOLUCION

Empezaremos por hacer la conversion de los angulos, de 30° 45°y 60°, a radianes.

En la seccidén 4.1 vimos la relacién grados - radianes, y en la parte ii, vimos que: 1° =

radianes, luego:

Sile= % entonces,

Similarmente

300=39% _ 2 60
180 6 simplificando por 30. 60°="20 =3 simplificando por 60.
3

HLOEnes Radianes | sen | cos | tan csc sec cot

20 o 1 [ V3| L 2
0=30 6 2 |2 | B2 | =B

o n 2 | 2 2 | 2

0=45 4 \/7 \/7 1 \/7 \/7 1
_ 0o il V3 | 1 2 1
6= 60 3 |3 |2 || = |
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%:a ACTIVIDADES

Responde en el cuaderno.

I. Utiliza el teorema de Pitagoras para encontrar los lados que faltan en los triangulos.

12

&
34
El x 4)
X
kY *
16
£

Il. Escribe cada angulo en radianes.

B 120° 35°
B) - 135° 90°
—15° 180°
B 15° —240°
B o° 270°

lll. Escribe cada angulo en grados, minutos y segundos si es posible.

B 12,08 3,05°
B - 13,25° 19,09°
B - 15.40° 18,20°
B 1.5° —24,10°
B) 9.36° 27,30°
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Identidades generales

En matematicas, una identidad es la igualdad de dos expresiones que matematicamente se
escriben diferente, pero que de hecho representan la misma expresion. Ademas, una identidad
es siempre cierta, sean cuales sean, los valores de las distintas variables involucradas.

Ejemplos de identidades son:

x+1y=x*+2x+1 sen’x + cos’x =1
Son validas para toda x en R.

La diferencia entre una ecuacion, y una identidad, es que la:
ecuacion es valida para algunos valores de la variable, ene

cambio la identidad es valida para todo R. .

Las identidades suelen utilizarse para transformar una expresion matematica en otra
equivalente, particularmente, para resolver ecuaciones.

Identidad

Dos expresiones fy g son idénticas si para toda x en el dominio de ambas funciones, estas
coinciden.

Consideremos el triangulo de la figura. Hemos aprendido que:

_op b definicion d
sena—h- =c por aefinicion de sen o.

sen o = (3) propiedades de exponentes.
<

N 1
sen a = (b) —%—CSC(, UegoO 'sen o= gse g
< b
Similarmente:
ad _a L,
cos a. =1 ="¢ por definicion de cos a. o i B

cos a ) ropiedades de exponentes.

c - 1
— = j— c —
cosa—(a) =L = Seca luego cos o =gscq
Utilizando el mismo triangulo tenemos, por definicion de tangente:

tan o = 2 =2 or definicion de tan o
ad 4 P )
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|
cot o

(@]

Ly
) :% = cotq |Uedo tana =

sen o
U€J0 'tan a = 555 o

Identidad para la cotangente.

a
COSA _C _a ¢ gnidi .
sena _ hH ¢ p dividiendo fracciones.
C
=4 _cos a
cota=7 luego cota=geng

Se conocen como identidades pitagoricas, las identidades deducibles del teorema de Pitagoras.

Identidades pitagoricas del seno y el coseno y son:

sen*a + cos’a =1 1 +tan’a =sec’ a 1 +cot?a=csc*a

Resumen de las Identidades

Identidades reciprocas sc o= L _ 1 fa=
50 0= s secloiSieaerr cota =4
Identidades de tangente _sena _cosa
BEMEY 1 tan o =%os g Cot 0 =gen o

cotangente

Identidades pitagéricas sen’a+cos’a=1|1+tan’a=sec’a| 1+ cot’ a=csc o’

sen>a=1—cos>a|cos’a=1—sen’a

Ejemplo 14

Utilice las identidades para simplificar la expresion, tan o + cot a

SOLUCION

Simplificar expresiones trigonométricas significa hacer sustituciones trigonométricas y
operaciones algebraicas, a fin de escribirla, en forma mas simple. Conviene comenzar en
el miembro de la ecuaciéon que tenga identidades mas complicadas a fin de simplificarlas vy
comprobar que de un miembro de la identidad se puede obtener el otro.

cos a
send °

sen o, cos a : sen o
coso. T sena Sustituyendo tana por ;oo

tano + cota = y cota por
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2 2
sen® o + , .~ “n mali
— Sema T Cos”a aplicando minimo comun muiltiplo.

seno cosa °
1 1 1 . 5 5
~senacosa ~ Ssena CoS a sustituyendo (sen’* o + cos* o) por 1 en el numerador.
- ; 1 1
tan o + cot o = csc o sec o sustituyendo csc o por gz, Y sec & POr cos g

luego: tan o + cot o = csc g sec

Ejemplo 15
tan a (1 + cot® o)
1 + tan’® o

Utilice las identidades para simplificar la expresion,

SOLUCION

tan o (1 + cot® o)

5 expresion dada.
1 +tan*a

2
fan o (csc” @) sustituyendo (1 + cot® a) por csc*ay (1 + tan*a) por sec? a.

sec’ o
sena 1

COS & gen? o . sen o
= sustituyendo: tan a por , csc? o por sec? o por :
1 y PO Gos a P sen’? o y P cos? a
cos? a
=3 g : Senza-cosloc dividiendo las fracciones y simplificando adecuadamente.
_COoS a H
= senq reduciendo.
tan o (1 + cot’ a
Iuego: ( ) _ COS O
1 +tan? o seca
Ejemplo 16

+
sen x +1 CoS X

Demuestre la identidad T+ cos x =2csc X

Seén X
SOLUCION
senx . 1+cosx _sen’x +(1+ cosx)? ]
T+ cos x SenX (I + cos x) sen x sumando fracciones.
(1 +cosx)?>=12+2 cos x + cos? X aplicando el (x + y)>.

sen’x + (1 +2 cos X + cos’x)
- 1 + cos x) sen X
(sen’x + cos’x) + 1 +2 cos x
- (1 + cos x) sen x
_ 1+1+2cosx
~ (I +cos x) sen x
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_ 2+ 2 cos X )
= {1+ cos x) sen x reduciendo.

2(1 + cos x
= +;O/S/S{SGI3 ” simplificando y factorizando.
= se% =2 csc x utilizando ser} < = Csc X
En conclusion; —Se0X_ 1+cosx 5. o

1 +cosx sen X

Ejemplo 17
Demuestre la identidad — COSX _ _ tanx

COSX | +senx
SOLUCION

1 cosXx _ 1 +senx —cos’x
COSX ]+senx cosx (I +senx)
~ (1 —cos’x) +senx
~ cos x (1 +senx)

operando en el primer miembro.

asociando adecuadamente.

__sen’x +senx
cos X (1 + sen x)

sen x(1 +.8€n x)

sustituyendo (1 — cos?x) por sen’x.

=tan x factorizando y simplificando.

(1 + sefi X) cos X
= 2o5x = tanx usando tan x = o0 X
1 COS X _
Hemos comprobado que ' e Ty AN X
Ejemplo 18
Demuestre la identidad = 150X — e
SOLUCION
1-senx (I —senx)(1 +senx) o .
TCcosX  cosx (1 +senx) multiplicando numerador y denominador por (1 +senx).
1 —sen’x o

= Cos x (1 +sen x) utilizando (x +y) (x —y) = (x> — y?).

cos® X

= H _ P 5
cos x (1 + sen x) sustituyendo (1 — sen’x) por cos’x.

>
cos” X CoS X e
= = simplificando X.
cosX (1 +senx) 1 +senx P cos

Hemos comprobado que l—senx __cOSX

COSX | +senx

=W ACTIVIDADES
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Lee con cuidado, y resuelve.
I. Escriba el primer término, en funcién del segundo

cot 0, sen 0
tan 0, cos 0
E)] sect, sen 6
cos 0, cos 0
B sen 6, cot 6

Il. Comprueba las siguientes identidades.

m cosPescf=1
tanBcotP=1

COS X
3) s€n X

cot B sec p=csc P
csc O —sen O =cot0cos0
sen 0 + cos O cot O =csc 0

2v —
%=sen2x

tan 0 +2cos O csc O =sec O csc O +cot 6

2
9) L S
1+ tan?y cot™y

1 —cosz senz_ _,
=2c¢sc z
sen z 1 —cosz

tan®>a—sen’a= tan’a— sen’a

12 1 1 _
T —cosz 1 F cos 2 2csc z

%—co'ﬂ:cosk

(sec p—tan B)(csc p+1)=cot P
1—2sen2x=2coszx—l

cos’y —sen’y =2 cos2y — 1

=cotx

Formulas para angulos complementarios

El triangulo de la figura, es rectangulo en 0. Los tres angulos a, B y 6, suman 180°, si 6 = 90°
entonces, B+ a=90° = % , luego /3 =(% - Ot).
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Se observa también, que el cateto 4, es opuesto al angulo oy a la vez, adyacente al angulo j,

pero 3 = (% - Ot), por tal razon, si a y , son complementarios, entonces;
SCH(%*&)=%=CQSQ CSC(g—G):%=SeCG
COS(%—G)=%=sena SGC(%_ )Z%:CSCG a C
tan(g—a)zgzcota cot(%—a)zgztana

. - - . 0 o
Formulas para la suma y diferencia de angulos A

Presentamos a continuacion las siguientes formulas (la deduccién de las mismas esta fuera de
los objetivos de este texto), las mismas, nos ayudaran a deducir las funciones trigonométricas

de angulos dobles y angulos medios:

Formulas para la diferencia

3) sen (u — v)=sen u cos v — COS u sen v.
4) cos (4 —v) = cos u cos v+ sen usen v.

Formulas para la suma

1) sen (u + v)=sen u cos v + cos u sen v.
2) cos (u +Vv) = cosucosv—senusen V.

Partiendo de estas dos férmulas podemos obtener a manera de ejercicio, una tercera para
encontrar la tangente.

sen (u + v) . sen X
+V)=—Fr—% aplicando tan x = .

tan (u +v) = S ¢ (w+v) p COS X
¢ n _senu cosv + cosuseny

an (U + V) = o5 cos v + sen u sen v aplicando sen (u + v) y cos(u + v).

sen u £os v | cos ufen v

COS Y COSV ' COSACOSV  tanu+tany dividiendo cada térmi imolificand
COS u/éosv senusenv 1 —tanutanv Ividiendao cadatermino porcosu cos vy simpliricanao.
COS Y COSV ' COSUCOSV

De esta manera se obtienen los siguientes resultados para la suma de angulos.
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1) sen (u + v)=sen u cos v+ cos u sen v.
2) cos(u+v) = cosucosv~—senusenv

n Resultado 1
3) tan (u+v)= tan ¥ +tan v
1 —tan u tan v
De forma analoga:
tan (u — v) = LG Y) aplicando tan x =31
—V)=—= NX=goe -
cos (u—v) P a cos
Sen u cos v — oS U Sen v ,
tan (4 — V) = gen 1 cos v - sen i sen v aplicando sen (u — v) y cos(u — v).

sen u cos/v.  cos/u sen v o L o
cosucosv cosucosv  tanu_tany dividiendocadatérmino porcosucosvy simplificamos.

cosulLosy senusenv | +tanutanv
COSJCOSV  COSuCOSV

1) sen (1 — v) = sen u cos v — coS u sen v.
2) cos (u —v) = cos u cos v+ senusenv.
Resultado 2

_ tanu—tanvy
3) tan (4 —v) 1+ tan u tan v

Formulas para angulos dobles
El seno de 2u, lo podemos escribir; sen (2u) = sen (u + u), luego:
sen (2u) =sen (u + u) sustituyendo u por v en cos (u + v).

sen (2u) =sen u cos u + cos u sen u aplicando sen (u + v).
sen (2u) = 2sen u cos u realizando la suma indicada.

sen (2u) = 2sen u cos u

Similarmente para el coseno de 2u, tenemos: cos (1 + v) = cos u cos v — sen u sen v

cos (2u) = cos (u + u) sustituyendo u por v en cos (u + v).
cos (2u) =cos u cos u — sen u sen u aplicando resultados anteriores.
cos (2u) = cos® u — sen’ u realizando los productos indicados.

cos (2u) = cos? u — sen® u
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Férmula para tan (2u)

Utilizaremos la férmula tan 6 = (S:f)rslg , de las identidades generales, para encontrar tan (2u).
tan 2y = SSL.2U utilizando identidades fundamentales.
tan 2u = 2SS 4 COS U aplicando los resultados anteriores.

cos’u -sen’u
2senucosSu
cos?u
2 2
cos7u _sen’u
cof?u sen‘u

tan 2u) = T tan’ 2_ t;r;lzbzu tan 2u) = T—tan’ o 2_ ttzlrlfuu

dividiendo término a término por cos’z y simplificando.

1) sen (2u) = 2sen u cos u.
2) cos (2u) = cos® u — sen* u

Resultado 3
3) tan (2u) = 12_%‘%

Ejemplo 19

Verifique la identidad: sen (m — x) = sen x

SOLUCION

sen (1 — X) = sen 7 cos X — COS T Sen X aplicando sen (uz — v)

=(0) cos x — (—1) sen x = sen x sustituyendosent=0ycosmt=—1

Ejemplo 20

Verifique la identidad: tan (x — ) = tan x.

SOLUCION

_tanx—tanm ;
tan (X - T) =T an x tan = aplicando el resultado 2.

tan (x — 1) =% ya que tangente de T, es 0.
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Formulas para angulo medio

Sabemos que: cos(2u) = cos’u - sen *u

Si sustituimos cos?z = 1— sen *u, en la ecuacion anterior, tenemos:
cos 2u = (1 - sen *u) — sen *u sustituyendo cos?u por (1 - sen’u).
cos2u=1—2sen’u reduciendo términos semejantes.

Si hacemos 2u = x entonces, u =(%) luego:
cosx=1-2 senz(%)

| | sustituyendo x por 2u (%‘) y por u.
2u u
-2 senz(%) =cosx— 1 despejando -2 senz(%).
senz(g) = l_c% despejando senz(%).
Sen(%) _ 4/1—0% despejando sen(%).
X\_.1l—cosx
Sen(z) =\ 2
similarmente, cos (2u) = cos’u — (1 — cos’u) sustituyendo sen”u por (1 — cos®u).
cos(2 u)=2cosu— 1@ reduciendo términos semejantes.
Si hacemos 2 u = x entonces, u = (%) luego:
cos X = cosz(%‘) —1 sustituyendo en @, (2u) porx, y u por (%)

Ademas, cosz(’i‘)z m% despejando cosz(%).

cosz(%) - 1“% despejando cos(%).
cosf) - L5

En los ejemplos siguientes se deduce la férmula para la cotangente, basandose en estos
ejemplos, usted puede deducir una férmula para la tangente del angulo medio.
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Resumen de formulas para el angulo doble y el angulo medio
sen (2u) = 2sen u cos u
cos (2u) = cos® u — sen’ u

2t
tan (2u) = %

4) sen(ﬁ) =44 LzcOsX

cos(é):i 1+ cos x

2 2

X\ _ 1 —cos x
tan(i)—i T+ cos x
Ejemplo 21

Sisenx=— % , encuentre el valor de cos(2x).

SOLUCION
cos’x =1 —sen’x por identidades generales.
cos’x=1- (— %)2 expresion dada.
cos’x=1-— (11_6) por identidades fundamentales.
cog? x =161
16 sustituyendo el valor dado del seno.
_15 ;
cos? X = 16 resolviendo.

Sustituyendo en; cos (2x) = cos? x — sen” X, tenemos;

15 1 _15 1

cos (2x) = 6 1616 16 sustituyendo los valores de sen x, Y cos X.
cos (2x) = % reduciendo.
cos (2x) = 47_1
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Ejemplo 22

Demuestre las siguientes identidades:

a) csc 2);:l Sec X €SC X

2
_cot?u—1
b) cot 2u = ool
csc 2x = Son Ox utilizando la identidad csc x = ﬁ( .
csc 2x = m sustituyendo sen 2x por 2sen x cos X.

_1 1 .1 i 1 1
cSC2X =75 semx * cos X sustituyendo sec x, por senx Y ©SCX, POr .
csc 2X = % CSC X sec X usando identidades.

_cot?u—1
b) cot 2u = ol
cot 2u = 821 utilizando la identidades.
cot 2y — SO U —sen’ u sustituyendo sen 2x por 2sen x cos X.

2 sen u cos u

cos’u  sen*u

senu  sen’u

cot 2u =
2 S% U COS U
ser’ u

cot 2u = cottu—1 simplificando y usando identidades.
2cotu

dividiendo por término a término por sen’ u.

Ejemplo 23

Six= %Tn , utilice las férmulas anteriores, para obtener la tangente del angulo medio.

5n
4

5w

Six= %Tn , €l angulo medio correspondiente es +2= 3

Teniendo en cuenta la identidad, tan ¥ = + 1—cosu tenemos:

2 1+cosu

— tan (3T = 2 il identi uy_[L=cosu
tan % = tan (%t) s utilizando la identidad, tan(z) Foosu

sustituyendo el valor de cos 2%

8 w1+cos%r 4
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tan (5_7’5) ==+ 1/_1 —(£070) sustituyendo valores.
8 1 +(-0,70)

5m\_ _ /L7 a que (2T), esta en el cuadrante ||
tan(S)_ 0.3 yaqu (8)’ u :
tan (%“) —2,38 es el valor de la tangente.
Ejemplo 24
Demuestre la identidad: sen % cos % = Seg Z
SOLUCION

El miembro izquierdo de la identidad es el producto del seno y el coseno del angulo medio.

sen % Ccos % = \/% (1 —cos z) \/% (1+ cos z) sustituyendo las formulas del angulo medio.
= 1/% (1 —cos2z) haciendo el producto indicado.

sen % cos % = W sustituyendo, 1 — cos’z por sen’z.

sen £ cos £ = Segz eliminando la raiz cuadrada.

Ejemplo 25

Demuestre la identidad csc 2x = % SE€C X CSC X,

SOLUCION

1 - . . _
csc 2x = Son X utilizando la identidad csc x Senx "
csc 2x = 1 utilizando cosecante de 2u.

2 sen X cos X

cse 2x =% se111 <° Cols < descomponiendo el producto.
csc 2x = % SeC X CSC X sustituyendo csc x por ﬁ , y sec X por cols <
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%ff’ ACTIVIDADES

I. Utilice las formulas de suma para encontrar el valor de:

\

\\

tan % cos — %

cos 112 csC — %

tanz—g tan(%)Jr cos (%)
cot%T Ccos (% +%)

Il. Encuentre el valor exacto de cada expresion

sen 30° cos 20° — cos 30° sen 20° tan 60° + tan 225°

cos15° sen 10° — sen 30° cos 10° cos 135° — cos 60°

cos%+cos% cosl%t
cos(%+%) cos 345°

lll. Verifique las identidades

tan(t+%)=—cott cot(m —t) =—cot t
cos (t+m) =~ cost sen(t+%)=\/—g(sent+cos t)
sen (tm) =~ sent cos(t+%)=\/%(cost—sent)
cos(t—m)=—cos't cot(t + m) = cot
tan(n—t)Z—tant tan(n—t)z—tant
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Problemas con triangulos rectangulos
Angulos de elevacion y depresién

Antes de abordar la solucion de problemas, requerimos
estudiar los conceptos de angulo de elevacion y
depresion.

Los angulos entre la linea de visibilidad de un
observador y la horizontal, reciben nombres
especiales. Sila linea de visibilidad esta por encima de
la_horizontal, el angulo determinado se llama angulo
de elevacion.

Horizontal

\ Angulo de
depresion

,\0@ Angulo de
V elevacion

Horizontal

Sila linea de visibilidad esta por debajo de la horizontal, el angulo se llama angulo de depresion.

Ejemplo 26

Se desea calcular el angulo de elevacion 6, mostrado en la
figura. La altura de la pared es de 3 metros y la distancia de la

base de la escalera a la pared es de 2 m.

SOLUCION

La figura forma un triangulo rectangulo. Para calcular el angulo
sefalado, podemos utilizar la razén tangente de 6, ya que ésta,

relaciona los catetos de un triangulo, rectangulo.

Conocemos la altura de la escalera y la distancia de la base de

la escalera a la pared, luego:

tan 0 =%= 1,5

El angulo cuya tangente es 1,5, lo encontramos utilizando la calculadora, antes debemos
asegurarnos que esté en modo grados, de esta manera, tecleamos el valor de 1,5, presionamos

la techa , Y aparece en pantalla 56,30°.
luego el angulo buscado es: § =tan' (1,5) = 56,30°

Ejemplo 27

Un bote en el lago Cocibolca, esta ubicado a 200 metros en linea horizontal, con el islote B (al
Este) y en el Norte, en linea con el islote A. El angulo que se forma desde B hasta el punto A

es de 20°. Calcule la distancia entre los islotes Ay B.
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SOLUCION

La distancia d entre los islotes A y B, en el lago Cocibolca, es
la hipotenusa del triangulo que se forma en la figura.

Conocemos el cateto adyacente al angulo dado, luego,
utilizaremos, una relacion que involucre tanto el cateto
adyacente, como la hipotenusa d (relacion coseno de 20°).

200

cos 20° = a4 por definicion de coseno.

d cos 20° =200 ordenando y despejando d.

d(0,939) =200 sustituyendo el valor del coseno.
_ 200 .

d= 0.939 despejando d.

d=212,99 m es el valor de d.

Ejemplo 28

Encuentra la altura x de la torre de la antigua catedral de
Managua. Suponiendo que se conocen los angulos A=26° y
B =35°, ladistancia de 200 pie, medidos desde la perpendicular
hasta el observador. Vea la figura.

SOLUCION
Tanto el angulo A como B son angulos de un triangulo
rectangulo.
. L, Xty
Aplicando la definicion de tan 35° , tenemos: tan 35° = 300 - x
o Xty o

tan 35° = —55p~ ecuacion original.
0,70 = =Y sustituyendo el valor de tan 35°

;70 =55~ sustituyendo el valor de tan 35°. ) .
x+y=200(0,7) @ despejando x +y.

200 pies

tan 26° = 2—(})’0 por definicion de tangente.
0,49 = Tz() (2] sustituyendo el valor de tan 26°.
y =0,49(200) =98 es el valordey.

Sustituyendo el valor de y = 98 en @ tenemos:
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+ 98
0,70 = X2T sustituyendo el valor de y en @.

x =200(0,7)—98=42,04 es la altura de la torre.

x =42,04 pie es la altura.

Ejemplo 29 A

Un topdgrafo quiere medir la altura de una montafa. El angulo de
elevacion entre el nivel del suelo y la cima de la montafia es de 41°. Medio "
kilbmetro mas lejos el angulo de elevacion mide 37°. Calcule la altura de
la montana. a0\ ) e

X 0,5 km

SOLUCION 705

Con los datos del problema, se genera la figura. En el grafico hay dos triangulos rectangulos:
el ABC y el ABD, en ambos, se aplican las razones trigonométricas.

tan 37° = aplicando tangente con el angulo de 37°.

h
x+0,5
tan 37°= 0,75 calculando tan 37°.

h . 0 o___ N
msustltuyendo tan 37° en tan 37° = X105

h= 0,75 (x + 0,5) @ despejando h.

0,75 =

La ecuacion resultante tiene dos variables, por tanto debemos buscar otra ecuacion para
resolver.

Con el angulo de 41°, tenemos:
tan 41° = % aplicando tangente de 41°.
0,8693 = % sustituyendo el valor de la tangente.

0,86 x = h @ despejando h.

Ahora igualamos las ecuaciones @ y .

0,86 x =0,75 (x + 0,5) igualando @ y .

0,86x =0,75x + 0,37 resolviendo el producto.
0,11x=0,37 reduciendo la ecuacion.

x =3,36 es el valor de x.

luego, h=0,86(3,36) sustituyendo el valor de x en .
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Revisa los ejemplos del material antes de resolver.

i

\!

. Resuelve los siguientes triangulos, siendo a opuesto a A, b opuesto a B y ¢ opuesto
acC.

De un triangulo rectangulo ABC, se conocen a =415 my b =280 m.

De un triangulo rectangulo ABC, se conocen c=33my b =21 m.

De un triangulo rectangulo ABC, se conocen a =45 my B =22°. Resolver el triangulo.
De un triangulo rectangulo ABC, se conocen b=52my B =37°.

De un triangulo rectangulo ABC, se conocen a=5my B =41,7°.

De un triangulo rectangulo ABC, se conocen »=3 my B = 54.6°.

Encuentre las 6 razones trigonomeétricas para un angulo 6 = 33,69°.

Encuentre las 6 razones trigonométricas para un angulo 6 = 35°26'.

Il. Resuelva los siguientes problemas.

Obtener el angulo de depresion que forma un poste de 7,5 m de alto con un cable tirante
que va, desde la punta del primero hasta el piso, y que tiene un largo de 13,75 m

Tres pueblos A, By C que no estan en la misma linea, se unen por carretera de la manera
siguiente; la diﬁmia BC, mide 9 km, la distancia AC es de 6 km, el angulo ABC, es de 54°
¢, Cuanto mide AB?

En una zona despejada del campo, se ha instalado
una antena de emisora. A 300 pies de la base de la
antena y a 2 pies del suelo, se determina con su
cuspide, un angulo de elevacion que mide 40°. Halle la
altura de la antena.

2 pies

Un agrimensor puede medir el ancho de un rio,
colocando un punto C de un lado del rio y tomando un =
punto de referencia A del otro lado. Después de doblar
90° en C, camina 20 metros hasta llegar al punto B. Si
el angulo B de la figura es de 20°, encuentre el ancho
del rio.
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B Un avién vuela 165 millas hacia el Sur,desde un
punto B. En su recorrido, se mueve luego, 80 millas
en direccion Oeste. Encuentre:

a) La distancia aproximada a la que se encuentra del
punto B.

B

b) El angulo 0, que se forma en A.

Horizontal

[3) Un guarda barranco, est4 ubicado en la copa del arbol como se
muestra en la figura. El arbol proyecta una sombra que se observa
con un angulo de depresion de 58°. Si la longitud de la sombra sobre
el suelo es de 8,8 m, calcule la altura del arbol.

8.8 m

Se quiere medir la altura del busto del angel que sobresale de la

cabeza de la estatua de Rubén Dario, en el Parque Dario de

Managua, para ello se hacen observaciones, a una distancia de 400

pie del centro de la estatua. El angulo de elevacion desde el nivel de

la calle a la base de la estatua fue de 43° y el de elevacion hasta la

parte superior de la estatua fue de 47°. Halle la altura del busto del
angel.

E)] EI Momotombo es un volcan de Nicaragua perteneciente a la
cordillera de los Marrabios. Encuentre la altura del volcan, si a una distancia de 1 074 m se
forma con la horizontal y la cuspide del volcan, un angulo de elevacion de 50°.

Dos lanchas salen de Ometepe, se separan en un angulo recto, una hacia San Juan del
Sur, y la otra hacia Granada, a qué distancia estan cuando han recorrido 20 Km y 30 Km
respectivamente?

Los puntos A, B y C, determinan un triangulo rectangulo en C, dicho punto esta a 375
metros de A y a 530 de B. Si el angulo BAC mide 49,5°, calcule la distancia entre A y B.
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Funciones trigonométricas de cualquier angulo

Empezaremos por recordar, los signos para x e y en cada uno de
los cuadrantes del sistema de coordenadas cartesianas xy.

» El eje x es positivo a la derecha y negativo a la izquierda.
» El eje y es positivo hacia arriba negativo hacia abajo.
Las funciones trigonométricas para cualquier angulo, son una

extension de las razones trigonométricas, ya que en el circulo,
se pueden medir, todos los valores de 6, (0 <6 <2n).

II cuadrante
x<0,y>0

I cuadrante
x>0,y>0

III cuadrante
x<0,y<0

IV cuadrante
x>0y<0

Sea P un punto en la circunferencia unitaria, y 6, un angulo de referencia en el primer cuadrante,

medido en radianes.

» En el primer cuadrante
©,1)
y_y

sen@:T:T:y N ;’(x,y)
Ky
0 H
-1,0 x ~ J1,0
cos0=%=%=x Lo h @

0,-1

» En el segundo cuadrante
Primer cuadrante

sen9=%=T=y

0,1)

gzﬁ:i:_x
cos T 1

PELD SN

-1,0)|

1,0

L Sy
» En el tercer cuadrante <t
P(-x,-y)

_ 0,-1)
Y _ -y _ (
senf=—=7"=-y
Tercer cuadrante
_-X_-X__
cos 6 =— =7 ~~X

» En el cuarto cuadrante

SY_TY_

sen O = — ="V

X

- X _ =
cosf)—r =X
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P(-Xa)’)
N

A

-

-1,0) -X

1,0

©,-1)

Segundo cuadrante

((U3))

(-1,0)

Cuarto cuadrante
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De esta manera deducimos los signos de las funciones.

I ] L=y | 2=x % % 1 x

| SN T %zy Z-—x %z_% % %=_% %z_%
1 || Ry | T Bt | e e 21
v + |- |+ |E=-y| T=x %z_% %z_% 1 2 X

Definicion de funcién trigonométrica

El valor de una funcion trigonométrica de un namero real t es su valor en un angulo de t
radianes, suponiendo que ese valor exista.

Si sabemos, en qué cuadrante esta el punto P, y si la circunferencia
es unitaria, podemos determinar los signos y valores de las .7
funciones trigonométricas para los angulos; 0, % m, 7“ 2m.
De este modo se deducen los valores de las 6 funciones "1 5 5 (31"0)
trigonométricas. b )\J ’
Algunas funciones no estan definidas para determinado angulo, por ©,-D|31
ejemplo: 2
T
el o ,
tan =- = ——-=7, NO esta definida para este angulo.
2 cos (—)
2
0° 0 1 0 Indefinida 1 Indefinida
90° 1 0 Indefinida 1 Indefinida 0
180° 0 -1 0 Indefinida -1 Indefinida
270° -1 0 Indefinida -1 Indefinida 0
360° 0 1 0 Indefinida 1 Indefinida
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De mucha utilidad es la circunferencia

_1, 3
trigonométrica. En él representamos, ( H(WZ) »’rlﬁ)
en grados y radianes, el resumen de los S22 : 2
. . Ly . (_\/j,il) 1500 = =30 (q,\/;)
valores de las funciones trigonométricas 272
de uso mas frecuente.
. ~1,0)180° =7 7= 360°(1,
+ Enrojo, losvaloresdelsenoy elcoseno """ o do
del angulo de 45° y sus multiplos.
V3, _1 - _(¥3,_ 1
« En verde, los valores del seno y el (-5 -3)20- = -7)
coseno de 60° y sus multiplos. (-2 -2 )ns- 2 s (2,2
i 4 (‘% - =300"(l —E)
* Enazul, los correspondientes al angulo = 27772

e - =270°(0,- 1)
de 30° y sus multiplos. :

* En el eje x aparecen los valores correspondientes a las funciones trigonométricas de 0, =«

y 2m.
* En el gje vertical, los valores correspondientes a los angulos % y %n
Ejemplo 30

Sea 0 un angulo en posicion normal estandard, si cot 6 = 2, encuentre los valores de las 5
funciones trigonométricas restantes.

SOLUCION

El angulo esta en posicion normal estandar, luego, su lado inicial coincide con el semieje
positivo de las abscisas.

La cotangente es positiva por tanto esta en el cuadrante I.

cot§ = % =2, es positiva, luego, 0 < 0 < %

L.
>

La cotangente es la razén
del cateto adyacente 2
sobre el cateto opuesto
1, por esta razon el punto
P sobre el circulo, tiene
coordenadas (2; 1). Para
hallar la hipotenusa,
aplicamos el teorema de
Pitagoras.

—
e
=
~—

A

FiguraNo.1 Figura No. 2
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rr=x>+y’ por Pitagoras.
r=Vx2+y? despejando r.
r=+22+12 sustituyendo.
r=+5 es el valor der.

Para que el circulo sea unitario, dividimos su radio entre V5 y para mantener la proporcion,
dividimos sus lados entre 5, de esta manera, las coordenadas quedan divididas también entre
\5 . Ver figura.

Hecho esto, calculamos los valores de las restantes funciones trigonométricas.

_ 1 _ 2 _1 — N5
sen6=-= cos6=-= tan6=-  CSCO =45 =N _
NG 5 ) sec 9 5 cote=2
Ejemplo 31
Utiliza el circulo trigonométrico y las identidades fundamentales, para obtener los valores de
las funciones trigonométricas que faltan para el angulo de 150 = 56—n
SOLUCION
De la circunferencia trigonométrica, se deduce que cos 56—” = - \/7? y sen 56—n = % luego, por
identidades fundamentales, tenemos:
. 5t \3 5t 1

Si cos“gm=—"5- Y sen‘g =7 entonces,

5 sen 56—n %

_TE — — .
tan 6 o 3 sustituyendo.

6 2

Sm__ 2 1__ 1 —
tan N Nl simplificando.
cot 0 =3
Si sen ST _ % entonces, csc 56—7[ =2 es el valor de la cosecante.

COS 6 2 , entonces, SeC 6 \/?
En conclusion tenemos:
Sm_ 1 5n \3 5 1 5n 51 i

_ _ _ __2
sen“gm =75 Cos =5 HIHS= 3 cscgm =2 €6 T3 cot?=—\/§
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Periodicidad de las funciones trigonométricas
Las funciones trigonométricas, tienen la particularidad de ser

periddicas, esto significa, que sus valores se repiten periédicamente.
Tienen igual valor en todos sus angulos coterminales.

Por ejemplo:

» Los valores de todas las funciones de seno y coseno de 360° y
de 0°, tienen el mismo valor. 1

» Los valores de todas las funciones (%) y (% +2n), tienen el
mismo valor.

. Las funciones seno y coseno, repiten sus valores al completar ;
g un angulo 360° o 2, ya que 360°, es una vuelta completa, a-

partir de ahi, se repiten otra vez los mismos valores. .

En el gréafico, observamos que los angulos (%) y (% + Zn), son coterminales, luego:

sen (%) =sen (% + Zn), cos (%) = COS (% + 21:)
Se puede generalizar que: sen 0 = sen (0 + 2w) cos 0 = cos (0 + 27)

Concluimos que las funciones seno y coseno son periddicas de periodo 2.

Funciones periodicas

Una funcidn f, es periddica, de periodo T, si para cualquier x, en el dominio de f, se cumple
que, f(x) =f(x + T).

La tangente de un angulo se obtiene, dividiendo el seno entre el coseno, haciendo esta

operacién con los pares del circunferencia trigonométrica, vemos que tan (%) = tan (37“) y

tan 6 = tan (0 + ir), Sus valores se repiten en el periodo =, luego, el periodo de la tangente y la
cotangente,es & .

En resumen tenemos:

sen O =sen (0 + 2m) cos 0 =cos (0 + 2m)
csc 0 =csc (0 + 2m) sec 0 =sec (0 +2n)
tan 6 =tan (0 + ) cot 6 =cot (0 +m)
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Ejemplo 32
Si 0= 150°, encuentre los valores de seno y coseno para el angulo de 6 = (150° + 2x).
SOLUCION

Por la periodicidad, los valores de seno y soseno de (150° + 2w), son los mismos de 150°, y

segun el circunferencia trigonométrica son; sen (150° + 2x) = % y cos (150° +27m) = — £23
Ejemplo 33
Utilice la periodicidad de las funciones trigopnométricas para calcular:

a) sen 30° y sen 390°.
b) tan 45°y tan 225°.

SOLUCION
a) sen30° =% =sen (30°+2m)  sen (30° +2m) = sen 390° :%

b) tan 45° =1 =tan (45 + n) tan (45° + 180°) = tan 225° =1

Propiedad par e impar de las funciones trigonométricas

Una funcién trigonométrica f:
* Es par,sif(-0)=1f(0) para todo 6 en el dominio de f.

 Esimpar,si f(-0)=-f(0) para todo 6 en el dominio de f.

Consideremos el circulo unitario de la figura.

Representemos por P,(a; b) las coordenadas del punto que determina

el angulo positivo 0 y por P_e(a; — b) las coordenadas del punto que
determina el angulo (- ). Lol )
£// 0
Hemos visto que en un circulo es unitario, o
\ /'Z.e(a;b)

P(a; b) equivale a P(cos 0, sen 0), luego:

cos 0=a,ysen0=5h
P(a; — b) equiva a P[cos (- 0), sen (- 0)], por tanto:
cos(-0)=a, ysen(-0)=-5
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En otras palabras;

i.cos(— )=cosO=a ii. sen(-0)=—sen 6=—D

» Sila funcion seno es una funcién impar, también lo es la funcion cosecante.
» Sila funcion coseno es una funcion par, también lo es la funcion secante.

» Silafuncion seno es impar, y la funcion coseno es par, entonces la tangente y la cotangente
son funciones impares ya que;

cos(—0) cos(—0) sen(—0) —sen(—0)
=8 =0 (—0) —sen(—0) auiile tan (= 6) = o (=0) cos(—0)

—tan 0

cos (—0) =cos 0 csc(—0)=—cscO |tan(—0)=—tan O |
sec (—0) = sec 6 sen (—0)=—sen O |cot(—0)=—cot0

Ejemplo 34

Utilice la propiedad par e impar de las funciones trigopnométricas para encontrar los valores de
las 6 funciones trigonometricas del angulo 6 =—30°.

SOLUCION

El seno, la cosecante, la tangente y la cotangente son funciones impares luego;
si sen (30°) = % entonces, sen (—30°)=— %

* si csc(30°)=2, entonces, csc (—30°)=—2.

* si tan (30°) = \% entonces, tan (—30°) = —\/%.

+ si cot (30°) =V3, entonces, cot (—30°)=—13.

El coseno, y la secante son funciones pares luego;

¢ si cos(30°) = \/2_—3 entonces, cos (— 30°) = \/_73
* si sec(30°) :%, entonces, sec (—30°) :%
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=) ACTIVIDADES

Lea con cuidado antes de resolver.

\\1

. Determinarlosvaloresexactosdelasseisfuncionestrigonométricas,correspondientes
a los puntos P dados. Ver grafico.

P(2;3)
P(-2;— 1)
P(4; - 2)
P(2;-5)
Bl P-4, 4)
P(-5;-6)

Il. Use las propiedades par e impar para calcular:

sen (— 135°)

P (x,y)

sec (- 60°) / :
0
ese (— 30°) \J

B3] sen (- 90)

E’ csc (—45°)
cot (— 30)

lll. Responde, ;porqué?

¢ El coseno de 0 y el coseno de (- 0) son iguales?
¢ El seno de (- 0) es igual — sen de0 67
¢ La secante de 0 y la secante de (- 0) son iguales?
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¢Latangente 0 es igual a la tangente de (6 + 0)?
Si cos 6 = 0,2, encuentre el valor de cos (0 + 27).
Si sen 0 = 0,3, encuentre el valor de sen (0 + 4x).

Si tan 0 = 3, encuentre el valor de tan(6 + 37).

IV. Determine el cuadrante en el que se encuentra el angulo. sabiendo que:
sen >0y cos 6>0.
sen 0 <0ycos6>0.
cos 0>0ytan 6 <O.

csc0>0ycos0<O0.

V. Complete las 6 razones trigonométricas, utilizando los valores dados.

sen 0 I%,tanOI%.

sec@=\%—3,sen9=%.

senG=%,cos9=3—.

(V)]

7
csc O Z%, sec 0 :%
_ 5
senx——ﬁ,cosx<0.

cosx=—%,cscx>0.
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Indicador de logro: Resuelve ecuaciones trigopnométricas aplicando identidades, para un
angulo cualquiera.

Ecuaciones trigonometricas

Una ecuacioén trigopnométrica es aquella, en la que aparece una o mas funciones trigopnométricas.
Para resolver una ecuacion trigonométrica, hay que expresar todos los términos de la ecuacion
en funcién de unasolarazon sies posible. Nos podemos ayudar, haciendo uso del circunferencia
trigonomeétrica y las identidades que ya hemos estudiado en secciones anteriores.

Ejemplo 35

Resolver la ecuacion, sen x =1 en el intervalo [0, 2x].

SOLUCION

Resolver esta ecuacion implica, encontrar el angulo x tal que sen x = 1.
senx =1 expresion dada.

sen!(sen x) =sen! (1) aplicando funcion inversa del seno.

x=sen ! 1 sen!(sen x) = x, por propiedad de la funcion inversa.

=X 0o 90° yaquesens=1.

n
X 7 b}

Teniendo en cuenta que estas funciones se repiten después .
de cada periodo, se pueden encontrar infinitas soluciones, en:
este caso, se nos piden las soluciones en [0, 2x]. .

L]

Ejemplo 36

Resolver la ecuacion, cos x = - % en el intervalo [0; 2x].
SOLUCION

. . 1
En este caso, encontraremos el angulo o los angulos en [0, 2xt], cuyo coseno sea, — 5

En los cuadrantes Il y Ill, cos x <0, luego, la solucion estaria en estos dos cuadrantes.

COS X = — expresion dada.

D |—
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. 1
Los dos angulos cuyo coseno es — >, son:

X =2T“=120°, y X =4—3"=240°.

£\
7

En la circunferencia trigonométrica vemos que las soluciones de la
ecuacion son:

x,= % =120°, y x,= 2% =240°
Ejemplo 36
L Ty V3 : .
Resolver la ecuacion, sen (X +2 ) =-5-en el intervalo [0; 2x].
T\ ﬁ .,
sen (X + Z)_ 5 expresion dada. / :
sen!|gen (X +% — sen”! g aplicando funcién inversa. r 120
(x + %)= sen’! % propiedad de la inversa. \
T\_1m n\_2n son las dos soluciones.
(+3)=5 Y+ )=
Si x, +%=%, entonces x, =%—%=%.
Six, + Zz%“ entonce3x2=27n—%=%.

: .My ST
Las soluciones son: B y B

Ejemplo 37
Resolver la ecuacion, 4 sen’t — 8sent+ 3 =0 en el intervalo [0, 2x].
SOLUCION

La ecuacion 4 sen’*t — 8sen't + 3 =0, es, cuadratica, la variable es sen t, luego, podemos utilizar
—b£Vp — 4ac
2a

los métodos de factorizacién o bien la formula x = , para resolver.

Una forma

4sen*t—8sent+3=(2sent—3)(2sent— 1)=0 factorizando el trinomio.

Si(2sent—3)=0, entonces, sent= % > 1, se descarta, ya que %> 1.

Si(2sent—1)=0, entonces, sent= % <1 factorizando el trinomio.

=30° t = %n = 150° son los valores obtenidos.
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Otra forma
—bEA — A,
Resolveremos ahora utilizando la formula x = LERY 2:‘16 .

La ecuacion es; 4 sen’t— 8sent+ 3 =0.

cona=4, b=—8 y ¢ =3. Lavariable es (sen t).

(=8 =(=87-4(4) (3)
sent= 2@

aplicando la formula cuadratica.

_8+V64-48 8+ 16

sen t 3 3 sustituyendo en la férmula, los valoresdea, b y c.
sent= 88#‘ reduciendo.
_8+4_
sent="¢—=15>1 se descarta por ser mayor que 1.
sent = % =0,5 es el valor valido, encontrado.
t=sen' 0,5 aplicando la funcién inversa del seno.
Ejemplo 38

Resuelva la ecuacion sen t — cos t = 0, en el intervalo [0; 2x].
SOLUCION

Esta es una ecuacioén con dos variables que son; el seno y el coseno,
por tanto, se hace necesario utilizar identidades para transformar la
expresion en funcidn de una sola variable.

[
S

sent _cost __0 n ard
cost ~ cost — Cost dividiendo entre cost # 0.

sent _ cost _ _0
cost cgst — cost

simplificando.

tant—1=0 ecuacion resultante.

t=tan' 1 aplicando funcion inversa.
Ya que la tangente es positiva en los cuadrantes I y III, entonces, por la periodicidad de esta
funcioén, concluimos que las soluciones son L y ST en el intervalo [0, 2x]. Véalo en el grafico.

474
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=) ACTIVIDADES

Lea con cuidado antes de resolver.

\\

. Encuentre, el valor de 6 para cada ecuacién, en el intervalo [0, 2x].

sen30=—1
0 _
tan 5 =3

cos’x+ cosx =0
sen*0—1=0

2sen’x —senx — 1=0
2cos’0+cosO—1=0
ml 2sen O cos 0 = cos 0
cosO+senB=0
cos’0 —sen?6 =cos 0
COS X = sen X

2seno. cos 0. = sen o,

m’ tan o = cot a

tan 6 =2 sen 0

Cos y sen’ y=cos y
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Ley del seno

Consideraremos el triangulo equilatero de lados a,b y ¢, y angulos
a, B y v. Vea la figura.

Consideremos ahora el triangulo rectangulo AMB que se forma al
bajar la perpendicular, desde el vértice A, al lado BC.

Sih es la altura sobre el lado BC, en el triangulo AMB entonces,

sen B = % luego;

h=csenp, @

Similarmente en el triangulo AMC, de a), sen y= % por tanto;

h=bsen v, ®

Igualando las expresiones obtenidas para h en @ y @, obtenemos;

c sen p=bsen y, de donde obtenemos - ©.

Repitiendo un procedimiento similar, bajando las alturas a otro lado del triangulo se obtiene:

. La ley del seno se aplica en general en triangulos que no son;
2//51 rectangulos. :
L]
L]
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Ejemplo 39
Encuentre los valores de los angulos y lados que faltan en el triangulo.
SOLUCION

En la figura vemos; o= 130°, B =20°,b = 6.

Desconocemos, los lados a, ¢ y el angulo y.

Sabiendo que la suma de los angulos interiores de un g
triangulo miden 180°, conociendo que A=130° y B =20°,

encontramos y de la siguiente manera; y=180° — 130° — 20°
=30°.

Conociendo los angulos a y B, aplicamos la ley del seno para calcular el lado a.

Se:lla - SGEB utilizando la Ley del seno

sen 130° _ sen 20°
a 6

sustituyendo los valores correspondientes.

a sen 20° =6 sen 130° resolviendo operaciones indicadas.

_ 6senl30°  6(0,766)
~ sen20° 0,3420

= 13,4 resolviendo para a.

Repetimos el procedimiento para calcular el valor del lado c.

sen 20°
6

¢ sen 20° = 6 sen30° resolviendo operaciones indicadas.

_ 6.sen30°_ 6(0,5)
~ sen20°  0,3420

0
= 59230 de acuerdo con la ley del seno para c.

= 8,77 resolviendo para c.

Los valores encontrados son;

y=30°a=134 y c=8,77

Ejemplo 40

En el triangulo ABC, b =15 cm, el angulo C mide, 42°, el angulo
B = 76°. Calcula la medida de los lados y angulos restantes.

SOLUCION
sen 76° _ sen 42°
15
182
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0,97 0,67 . .
5 = ¢ sustituyendo los valores correspondientes.
_0,67+15

€=70,97

¢=10,36 cm es el valor del lado c.

resolviendo operaciones indicadas.

Para hallar el lado a, necesitamos encontrar su angulo opuesto A, este lo encontramos,
restando de 180°, la suma de los otros dos.

A =180°—(42°+ 76°) ya que la suma de los angulos A+ B + C = 180°.

A=180°—(118°) =62° resolviendo, A =62° .

sen 62° sen 42°

utilizando la Ley del seno

a 10,36
0’: 8_ 1%632 sustituyendo los valores correspondientes.

a= 13,6 cm es el valor del lado a.

Ejemplo 41

Una torre estd en una colina con inclinacion de 14°,
respecto a la horizontal. Desde un punto P, a 8,25 metros,
colina abajo, el angulo de depresion de la parte superior de
la torre es de 43°. Encuentre la altura de la torre.

SOLUCION

Empezamos por determinar, valores que faltan en el grafico.

El angulo de 47° se deduce porque es el complemento de P
43°. El angulo de 29°, se obtiene restando.

43° —14° =29°. Vea la figura.

sen 29°  sen47° _ ..
h o 825 aplicando la ley del seno.
0,4848 0,7314

h 825

sustituyendo valores.
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Ejemplo 42

Un piloto de helicoptero del ejército de Nicaragua, esta
volando sobre una carretera. Observa dos policias, con
angulos de depresion de 32° y 45° respectivamente, los
cuales estan a 5 kildbmetros de distancia entre si. (Ver
figura). Determine La distancia del helicéptero al punto A.

SOLUCION

Empezamos por determinar el valor del angulo y. _
A S5km B

La suma 32° +45° +y=180° son angulos suplementarios.
vy = 180° — 32° — 45° despejando .
vy =103° es el valor de y.

Para encontrar la distancia al punto A, aplicamos la ley del seno.

sen 130° _ sen 45°

aplicando la ley del seno.

5 d
0’7566 = 0’2107 sustituyendo valores.
~5(0,707) : :
d= 0766 - 4,6 km es la distancia al punto A.
—

i

\!

%Z_’ ACTIVIDADES

Analiza y luego responde.

. Resuelve cada uno de los triangulos utilizando la ley del seno. Coloca: a como lado
opuesto a

o, b opuesto a § y c opuesto a (3.

a=41° y=77° b=10,5 B =20° y=31° b=210

o =27°40' p=52°10' a=324 B =50°50' y=70°30"  ¢=537

o =42°10' y=61°20 b5=19,7 a = 103,45° y=27,19°  b=3884

y =81° bh=12 c=13 o=3232° a=263,6 c=5743

B)] v =53°20 a=140 c=12 a=27°30' a=28,1 c=528
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lll. Resuelve utilizando la ley de los senos.

E)] Encuentre los dos lados F2] Encuentre los dos lados
que faltan en el triangulo y el angulo que faltan en
de la figura. el triangulo de la figura.

fo\ /

3000 m

21

Para determinar la distancia entre los puntos A y B, un topégrafo, escoge un punto C que
esta a 375m de A y 530m de B, si £ BAC, mide 49°30°, calcule la distancia de A a B.

m Para determinar la distancia entre los puntos A y B, un topdgrafo, escoge un punto C que
estd a 200m de A y 230m de B, si £ BAC, mide 43,50°, calcule la distancia de A a B.

B)] Calcule la distancia del punto A al Encuentre los dos
punto P sabiendo que la distamcia lados y el angulo que
dePaMesde 1200m. Ay A=20°y faltan en el triangulo de
M =112°. la figura.

P P
35
J i M A 17° \

Un helicoptero vuela a 1 000 pie, el Una carretera, forma un angulo de 15°
piloto observa el punto P, con un con la horizontal. Un poste vertical, hace
angulo de depresién de 43°. 4 Cual con la carretera, un angulo de 57° vy
es la distancia entre los puntos A y proyecta una sombra de 75 pie. Halle la
P? altura del poste.

-

1000

180°
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E] Cuando el angulo de elevacion del Eﬂ] Los angulos de elevaciéon de un globo
Sol es de 64°, un poste telefénico desde los puntos A y B a nivel del suelo,
inclinado 9°, respecto a la vertical miden respectivamente 24°10’ y 47°40’. Los
hace una sombra de 21 pie. puntos A y B se encuentran separados 8.4
Encuentre la longitud del poste. millas. Calcule la altura del globo.

E 47° 40'

21 pies I 8.4
r s

Ley del coseno

Sea el triangulo de angulos y lados de la figura, sean: a el lado A (bcos y, bsen y)
opuesto a a, b opuesto a p y c opuesto a y. :

Estableciendo la distancia entre dos puntos ¢?, se puede
concluir;

i) ¢ =a*t b’— 2ab cos y
il) b*> = a’ + ¢> — 2ac cos B

iii) a>=c¢* + b’— 2bc cos a

M C(0,0) B (a, 0)

Estos resultados se conocen como ley del coseno.

Ley del coseno

El cuadrado de la longitud de cualquier lado de un triangulo es igual a la suma de los
cuadrados de las longitudes de los otros dos lados, menos dos veces el producto de estas
longitudes por el coseno del angulo entre ellos.

i)c*=a’>tb’—2abcosy, ii)b*=a?+c?>—2accosf, iii) a>=c>+b’—2bc cos a

Ejemplo 43 C

Utilice la ley del coseno para encontrar los elementos que faltan
en la figura. 12

SOLUCION
o 36°
En el triangulo faltan: los angulos a, v,y el lado b. 10
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Usando la ley del coseno para el lado b, tenemos que,
b2 = (10)>+ (12)2 — 2(10)(12) cos 26°

b? =100 + 144 —2(10)(12)(0,8988) usando la ley del coseno para b*.
b=+/28 2894 = 5 318 calculando en valor de b.
100 = (5,32)*+ (12)*—2(5,32)(12) cos y ley del coseno para encontrar el angulo v.

100 — 28,30 — 144 = — 127,68 cos y resolviendo.

cosy = 712237062; =0,5663 despejando el coseno de vy.

vy = cos (0,5663)=55,51° aplicando funcién inversa.

a=180° — 55,51° — 26° = 98,49° encontrando el valor de a.

b=53 y=55,51° y o= 98,49

Ejemplo 44
C
Resuelva el triangulo ABC, con;a=13 cm, ¢ = 19cm, <3 = 55°. a
SOLUCION 19
C
Sea c, el lado opuesto a 55°, entonces, por la ley del coseno:
p 55°
¢2 =192+ 132 — 2(19)(13) cos 55° 13

=192+ 132 - 2(19)(13)(0,573)  sustituyendo cos55°.

c?=246,93 resolviendo.
c=V246,93 = 157142 = 16 €= 157142=16

Necesitamos ahora encontrar el valor, de uno de los angulos, ya sean o o0 3. Podriamos aplicar

(o] . ’
la ley del seno Sef11655 = Sen30‘ , No obstante aplicaremos la ley del coseno, segun la cual;

132=(19)*+ (16)>*— 2(16)(19) cos a. ley del coseno.

169 =361 + 256 — 608cos a efectuando operaciones indicadas.
169 =617 — 608cos o reduciendo.
169 — 617 =—608cos o restando 617.
— 448 = - 608cos oo reduciendo
— 448

oS O = —he = 0,736 es el valor del coseno.

o =43,53° a=43,53° aplicando
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El angulo B, lo encontramos, haciendo: B = 180° — 55° — 43,53° = 81,47°.
Ejemplo 45

Ana y Karen entrenan para la competencia ciclista de este afilo. Ambas salen de un mismo
punto, y se separan en linea recta, haciendo un angulo de 113°. Cuando una de ellas ha
recorrido 48 km, la otra ha recorrido 40 km. ¢ A qué distancia estan una de la otra?
SOLUCION

Del grafico, deducimos el modelo matematico que
nos ayudara a resolver.

El problema genera un grafico triangular que se
ilustra en la figura. Se pide la distancia entre By C.

Sea d, dicha distancia.

Segun la ley del coseno

d?= (402 + (48)> — 2(40)(48) cos113°
d*>=1 600 +2 304 — 3 840 (— 0,3907)
d=73,51 km.
Ejemplo 46

Un paralelogramo tiene 30 y 70 cm de longitud, uno de sus angulos es 65°. Calcule la longitud
de las diagonales.

A 30 D
SOLUCION
Usemos el triangulo ABC con < B = 65°, entonces:
70 70

(AC)* =302+ 70> — 2(30)(70) cos 65° usando la ley del coseno

o para Ac .
(AC)* =900 + 4 900 — 2(30)(70) 0,423  sustituyendo cos 65°.

65°

(AC)’ =5 800 — 4 200(0,423) resolviendo. £ - Y
(AC) =5800—1776,6 reduciendo.

(AC) =4023,4 despejando (AC )~
AC =V4023,4 = 63,43 cm

AC 63,43 cm
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De manera analoga:

(BD)’ =30+ 70° — 2(30)(70) cos 115° usando la ley del coseno para AC.
(AC)* =900 + 4 900 — 2(30)(70) (— 0,423) sustituyendo cos 115°.
(AC)’=5800 + 1 746 resolviendo.

(AC) =7 564 reduciendo.

AC =7 564 = 86,9 cm

AC = 87cm

=N ACTIVIDADES

Analiza y luego contesta.

\\J

. Resuelve cada uno de los triangulos utilizando la ley del coseno. Coloca: a como
lado opuesto a o, b opuesto a B y c opuesto a vy.

B o=60° c=30 b =20 B a=15 y=45° h=10
B c=30 B =150° a=150 B) B =73°50" a=387 c=14
a=1,1 y=115°10" bh=2,1 3] o=23°40 c=43 b=170
7) R b=3 c=4 B «=10 b=15 c=12
E)) a=25 b= 80 ¢ =60 K0 2 =20 h=20 c=10

Il. Resuelve utilizando la ley de los cosenos.

Encuentre el lado y los angulos que faltan en Encuentre los dos lados que faltan en el
el triangulo de la figura. triangulo de la figura.
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Encuentre los angulos que faltan en el [§] Encuentre los angulos en el triangulo de
triangulo de la figura. la figura.

E] Un angulo de la esquina de un terreno triangular, mide 73°40', y los lados que concurren en
dicha esquina, miden 175 y 150 pies de longitud. ¢ Cuanto mide el tercer lado?

m Para determinar la distancia entre los lados A y B, un topdgrado escoge un punto C, que
se encuentra a 400 metros de Ay 400 metros de B. Si<C=63°10’. Calcule la distancia entre
Ay B.

Dos carretas Ay B, salen de Boaco, viajan por caminos
rectos que forman entre si un angulo de 84°. ;A qué
distancia se encuentran cuando han recorrido
respectivamente 15y 18 km?

Wfﬂ

E)] Los lados de un paralelogramo miden 6 y 5 cm
‘ respectivamente. Calcule el valor de la diagonal.

m)] Un piloto de avién, observa un punto del terreno con un
angulo de depresion de 30°. Dieciocho segundos
después el angulo de depresion sobre el mismo punto
es, de 55°. Si el avion vuela horizontalmente, a una

velocidad constante de 400 millas por hora, ¢ a qué altura
se encuentra?

Una escalera de 35,4 pie, esta recostada en una rampa como se
aprecia en el grafico.

Determine la altura h que alcanza la escalera y la longitud x de la
rampa cubierta por la escalera, desde el suelo hasta el punto B del b~/
grafico. //./

yad

Yo 175 62,5

C

A “10,2 pies
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AUTOEVALUACION

Interpreta y resuelve.

1) Escriba los siguientes angulos en grados, a) 2T b) 5.

2) Escriba los siguientes angulos en radianes, a) 110° %) 450.

3) Halle el angulo complementario de 6, a) si 6 = 16,35°, b) si 6 = 61°35".
4) Halle el angulo suplementario de 6, a) si 6 = 126,35°, b) si 6 = 63°35".
5) Dibuja en tu cuaderno:

a) Un angulo agudo b) Un angulo llano c¢) Un angulo obtuso
a)

b) 10

[

6) Utilice razones trigopnométricas para calcular los valores de lados y/o angulos que faltan en
cada triangulo.

60°

y

7) Utiliza el circunferencia trigonométrica para calcular la secante y la tangente de %ﬁ
8) Utilice la periodicidad de las funciones para encontrar el valor exacto de:
a) sen %t b) cos 6m
9) Utilice las propiedades, par e impar, para encontrar el valor exacto de:
a)sen (—m) +cos 5St, b) tan (— 6m). cos 5w
10)Sisen 6 =— % =y C no esta en el IV cuadrante, encuentre las 5 funciones trigonométricas 0.
11) Demuestra las identidades.

a) —sen 6 +csc O=cos 6 cot0 b) cos 0 cot O +sen 6 =csc O
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10)

11)
12)
13)
14)
15)
16)
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